Homologia celular

Miguel A. Maldonado

Restimen

(breves) Notas sobre homologia celular; especificamente célculos
de homologia entera de superficies compactas y espacios proyec-
tivos.

1 Homologia de superficies compactas

Para X espacio topologico consideramos el resultado de pegar una n-
celda:

Y =XU f e",
donde e" es espacio homeomorfo al n-disco abierto y f: S" ' — X es
la funcion de adjuncion. Algunas propiedades:

a) Tomamos la inclusién X <Y y notamos que tenemos un homeo-
morfismo Y/ X =/S™, obtenido del cociente usual de un disco por
su frontera.

b) La funcién de adjuncién f: S"!' — X induce una funcién de la

forma R
f: D" =Y

cuya restriccién al interior de D™ es un homeomorfismo.

Teorema 1.0.1 (Proposition 6.11 en [1]). Si X se obtiene al
adjuntar un numero finito de celdas a A, entonces la funcion
cociente p : X — X /A induce un isomorfismo de la forma

H.(p) : H(X, A) - H.(X/A, {A}) = H.(X/A)
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Teorema 1.0.2 (Prop. 6.28 en [I]). Para X,Y = X Uy e" como

antes se tiene la siguiente relacion entre sus correspondientes ho-
mologias reducidas:

a) Siqg#n,n—1, ﬁq(X) = ﬁlq(Y)

b) En otro caso se tiene una sucesion exacta de la forma:

0 — Ho(X) = Ho(Y) = Hooy(S™) 75" Hooi(X) = Hot(Y) — 0,

\.

Dem.

donde f,_1 es el homomorfismo inducido por la funcion de
adjuncion a nivel de homologia.

Consideramos las parejas (Y, X), (D™, 8" %) y sus respecti-

vas sucesiones exactas largas en homologia, relacionadas a través de la
funcién f y su extensién f:

mencionadas en la pagina anterior. Dado que Y/X = S™y que H.(Y, X) =

c— H(X) o H(Y) — H(Y,X) —  H_(X)
. Tf* ~T f* T% . qu*l
-— H,/(S"') — H/(D") — H,(D" S"1)

— Hy (5™ — ...

Analizaremos este diagrama tomando en cuenta las propiedades

H,(Y/X,{pt}) = H,(Y/X) se obtiene que

Asi, si ¢ # n,n — 1 entonces

de arriba se obtienen isomorfismos H,,(
primera afirmacion.

Hy(¥+X) 2 Hy(Y/X) 2 Hy(S") =

o ]’_]’q(l)n7 Sn71>
) es trivial y del diagrama

Hq(Y, X
) = H,(Y), lo que prueba la
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Por otro lado, el renglén superior en el diagrama (x) tiene la forma:

0—— H,(X) H,(Y) H,(Y, X)

Hy (X)) == Hy (V) —= H, 1 (Y, X) = 0—>0

Finalmente, con los isomorfismos mencionados antes, la sucesién
anterior puede ser expresada como:

H,(X) —— H,(Y) — (Y, X) Fy 1 (X) ——= H, (V)

e

ﬁn(Dn’Sngl) =) Nn_l(Sn—l)

de donde se obtiene la sucesién buscada. B

Superficies. Recordemos que toda superficie compacta S puede
considerarse como un espacio de adjuncion de la forma:

4 (\/Sl) Up €2,

donde la funcién de adjuncién f: S* — \/, S! estd representada por la
palabra reducida wg asociada a S. Usando el resultado de arriba con
X =V, S Y = S se obtiene que H,(S) es trivial para ¢ > 3; para las
dimensiones bajas consideramos la sucesion exacta

0 — | Ho(S) | = Hi(SY) Luf{h(\/sl) | H(S)|— 0

Las homologias senaladas dependen de si S es superficie orientable
o no, y de la palabra reducida wg asociada.

1.1 Superficie orientable S;, de género g.

En este caso la palabra asociada es:

wg = alblaflbflagbgaglbgl . -agbgag_lbg_1
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y determina a la funcion de adjuncién f, la cual es trivial pues en
notacion aditiva se tiene:

[ws] = [aa] + [b1] = [aa] = [ba] + - - + [ag] + [bg] — lag] — [bg]
0

Esto implica que, en la sucesién exacta

0 — Hy(S,) — Hi(SY) L Efl(\/sl) <5 H\(S,) —0

2g

el homomorfismo f; es trivial; es decir, Ker(f1) = Hy(SY). y Im(f;) = 0.
De esto se obtiene:

Hy(S,) = H\(S") = Z

Hi(S,) = i, (\/ 8") = 2%
2g

Es decir,
Z,. q=0
7%, q=1
H,(S,) = ’
(5 =45 M,
0, ¢=3

@Observemos que se obtienen calculos similares para el caso de un
anillo conmutativo.

1.2 Superficie no orientable N;, de género h.

Aqui la palabra asociada es
ws = 41010203 . .. apap,
que en notacién aditiva tiene la forma:

[ws] = lar] + [aa] + [as] + [ao] + - - + [an] + [an]
= 2[(11] + 2[(12] + -+ 2[ah]

= 2] + [aa] + -+ + [an])
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Asi, en la sucesion exacta

0 — | Ha(Ny) | — Hi(8") L i (\/8") — | Hi(Vi)| — 0

el homomorfismo f; tiene la forma:
fi: 72— 7"
1—2(1,1,...,1) =(2,2,...,2)

Haremos uso del siguiente resultado que permite hacer cambios de base
para expresar vectores/transformaciones lineales a modo.

Lema 1.2.1. Si § = {b;}", es una base para-un espacio wvectorial

entonces ' = {b', by, bs,...,b,}, con V' => " | b;, es también una base
para el espacio vectorial.

Dem. Consideremos la combinacién lineal a6’ +aobs + - -+ +a,b, = 0
y notemos que de ella se obtiene

a1b1 -+ (a1 + ag)bg BN % (Cll + an_l)bn_l + (a1 + an)bn =0

Puesto que [ es base se obtiene a; = 0, Vi, por lo que 5’ es Li. Por otro
lado, consideremos v = > a;b; y notemos que la podemos re-escribir
mediante

v=ab' + (a3 — a1)be +(az — a1)bs + - - + (a, — a1)b,

lo que muestra que 3’ genera al espacio vectorial en cuestion. W

Tomando la base estdndar e1, ..., e, de R"* y procediendo como en
la prueba anterior obtenemos

(2,2,...,2) =2e; +2e5+---2¢, =2¢'+ (2—2)ea + - -+ (2 — 2)e,
donde ¢’ = Z?:l e;. Asi podemos expresar a f; como
f1(1) =2(1,0,...,0)
= (2,0,0,...,0)

Es decir, f; puede considerarse como multiplicacién por 2 en la
primera coordenada, lo cual es un morfismo inyectivo. De aqui se sigue
que Hy(Ny,) es trivial y

fll(Nh)gfll(\/hgl)/Im(fl) ZLd L

22000 ---00

2

~7/22. 7!
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Esto es:
Z, q=20
Hy(Ny) = Z2Z 07", ¢=1
0, qg>2 4

@De los célculos anteriores se sigue que ninguna superficie ori-
entable es homeomorfa a una no orientable debido a la diferencia entre
sus grupos de homologia en dimensién 2.

Comentario final: la homologia de la superficie no orientable tiena
otra descripcién al considerar otros coeficientes:

727, q=0 0
) q =
7.]27)", =1
Hy(Ny; Z)2Z) = (Z [28)" 4 - Hy(Np; Q) =4 Q"1 ¢=1
0, q=>2
0, otro caso

(Tomado de [1}, p.176])

2 Homologia celular

Sea X complejo celularfinito con X = UY X}, donde el n-esqueleto X,
se obtiene de X,,_; al adjuntar n-celdas a través de funciones de pegado
fi 87! — X,,_1. Denotemos por «, el nimero de n-células de X y
notemos que X, /X, 4 =/, S". En consecuencia, Hy(X,/X, 1) =0

siq#n,y Hy(Xn/Xn_1) = 7.
Algunas propiedades

1. H,(X,) =0 para ¢ > n.
Dem. Del Teorema [1.0.9 sabemos que si ¢ # n,n — 1 entonces
H,(X,) = H)(X,,—1); ast, si ¢ > n se tienen los isomorfismos
Hy(Xp) = Hy(Xno1) = Hy(Xpo2) = Hy(Xpn3) = -+ = Hy(Xo) =0

como se queria.
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2. H(X) = Hy(Xp41) sig <n.
Dem. Con un argumento similar al anterior, si q #n+ 1,n+ 2
se tiene que Hy(Xpt1) = Hy(Xni2); en particular, si ¢ < n se
tienen

Hy(Xos1) 2 Hy(Xo2) = - = Hy(Xy) = H,(X)
como se queria probar.

3. La parte no trivial de la sucesion exacta larga-asociada a la pareja
(Xn, X5—1) esta dada por

0— Hn(Xn> — Hn<Xn7Xn71) — anl(anl) — anl(Xn> =0
la cual serd de gran interés para lo que haremos adelante. <

Consideremos las sucesiones exactas largas en homologia asociadas a
las parejas (X41, Xn), (Xn, Xa—1), (Xn—1, X,-2) mostradas en el sigu-
iente diagrama

~

H,(X"" = H/(X)

0O n
\ /'
H.(X")
anu/v \’n
(xmixmy T g (xS g (XX
m /jvn_l

H, (X"

/n—i

0

. — H

n+l

donde d,, ;1 := j, © Opi1,dy := jn_1 © 0,. Hagamos
Celly(X) = Hy(Xn, Xn_1) = Hy( X0/ Xp_1) = Z°"
y notemos que d,, : Cell,(X) — Cell,_1(X).

Lema 2.0.1. {(Cell,(X),d;)}i>0 es un complejo de cadenas, lla-
mado el complejo de cadenas celulares de X .
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Dem. Directo de la definicién se obtiene:
dn o dn—i—l = (.jn—l o an) o (]n o n+1) = jn—l o (an o ]n) O Op+1 = 0
como se queria probar. l

Denotemos por HS" (X) a a homologfa del complejo de cadenas
celulares de X

Teorema 2.0.2. Si H,(X) denota la homologia singular de X
espacio celular, entonces HSW (X) = H,(X), Vn.

Dem. hecho en clase. B

El resultado anterior nos permite hacer calculos de homologia de una
manera mas eficiente; lo usaremos para el caso-de espacios proyectivos.
Antes algunas consecuencias:

1. Si X no tiene n-celdas, H,(X) = 0.

2. Supongamos que X tiene k n-celdas y tomemos el operador fron-
tera

dy, : CellJ(X) i=H (X, Xn_1) = Celly_1(X)

Notemos que el dominio es libre en k generadores; de aqui que
ker d,, es libre a lo més en k generadores y lo mismo pasa para
H,(X) =kerd,/imd.

3. Si X no tiene celdas en dimensiones adyacentes, entonces H,,(X)
es libre con base en correspondencia biyectiva con sus n-celdas.

3 Homologia de espacios proyectivos

@Remitir a esta pagina para recordar definiciones de espacios proyec-
tivos.

El espacio proyectivo real RP" = S"/Z,, mediante la accién
antipodal, es homeomorfo a los siguientes espacios

1. RN\ {0}/T ~ A7, A € R\{0}.


https://matematicas.reduaz.mx/mae_mathe/wp-content/uploads/2025/04/btop.pdf
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2. El espacio cociente D"/ ~, donde

=3, T€int(D"
x~y<:>{_ Y T € int(D")
T

gl

—y, TE€J(D") =5t

3. Espacio celular RP"~! U e, donde ¢,_1 : 8" ! = RP" ! es 1a

funcion cociente usual.

qn—1

De esta tltima descripcién se obtiene la descomposicién celular
estandar de
RP"=¢'UelU---Uue™tue

con una celda en cada dimensién. Para el caso infinito se tiene

RIP’OO:URIP’”:e()UelU---Ue”_er”U---
n

El espacio proyectivo complejo CP" = S$?"71/S1 meidnate mul-
tiplicacion compleja,.es homeomorfo a los siguientes espacios

1. El espacio cociente D**/ ~, donde

xwy@{

2. Espacio celular CP"~"U,, , ¢, donde ¢, ; : St — CP"' es
la funcién cociente usual.

=y, T € int(D*™)
Ny, ~x e (D) xSl Ne st

I

8 8l

Al igual que antes, de esto se desprende la descomposicion celular
estandar
CP"=c'ue?UuetU.---Ue™

con una celda en cada dimension par. Para el caso infinito se tiene

CIP’OO:UCIP’”:eOUe2Ue4U66U---

Por los ultimos comentarios de la seccién anterior, obtener la ho-
mologia de CP" es inmediato
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Lema 3.0.1. La homologia del espacio proyectivo complejo CP"
esta dada por

Z, i=0,2,4,..., 2n

0, otro caso

H;(CP") = {

. J

Dem. Por la descomposicion celular de CIP" su complejo de cadenas
celulares tiene la forma siguiente:

iz M0 Bz 20 D0

De aqui que d; es trivial V2 > 1 y el resultado se obtiene. B

De igual manera se obtiene una descripcion celular para el caso
cuaternionico
HP" = fUetUebu---Uen

y por tanto HP® = U,HP" = ®Ue UedU---.

Por un argumento similar al caso complejo se obtiene el siguiente
calculo

Lema 3.0.2. La homologia del espacio proyectivo cuaternionico
HIP" esta dada por

H;(HP") =

Z, 1=0,4,8,...,4n
0, otro caso

Para obtener la homologia del espacio proyectivo real debemos antes
dar algunas palabras sobre el grado local. Supongamos que f : S™ —
S™ n > 0, es tal que para algin punto y € S™, la preimagen f~'(y) =
r1,%2,...,T,. Para vecindades disjuntas U; > z; tomamos V :=
f(U;), Vi y notamos que es vecindad de y. Tomamos el homomorfismo
inducido

Ho(S™) & Ho(Uy, Uhas) 0 1, (v, V) 2 H (57,

donde los isomorfismos se obtienen por escisién. De esto definimos el
grado local de f en z; como deg(f|.,) := deg((f|y,)«). Debido a la
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Proposicién 2.30 en [2], el grado local permite calcular el grado de una
funcién al establecer que deg(f) = >, deg(f|x,)

Lo anterior me permite describir el operador frontera celular

Lema 3.0.3. Para un complejo celular X consideramos el oper-
ador frontera celular d,, : Cell,,(X) — Cell,_1(X). Entonces

dn(eq) = Z daﬁegilv
B

donde dng es el grado de la composicion

Snil — X1 — X1 — Xn,1/<Xn,1\€g_l) = Sg_l

07

obtenida de la funcion de pegado y de la funcion cociente que

colapsa (Xn,l\egfl) a un punto.

Dem. Véase [2, p.140/. R

Lema 3.0.4. La homologia del espacio proyectivo real RP™ de-
pende de la paridad de su dimension y estd dada como sigue
Z, 1=0
H;(RPP*") = < Zy, i impar,0 <i<n
0, otro caso
Z, i=0,n
H;(RP™) = { Zy, i impar,0 <i<n
0, otro caso

Dem. Recordemos que RP" = RP"' U, ¢", donde €" es la tnica
n-celda y se adjunta mediante ¢ : S*' — RP"'. De aqui se tiene
que el complejo de cadenas celulares tiene la forma Cell;(RP") = Z, Vi;
resta considerar a los operadores frontera.

1

Dado que RP*™! tiene una tnica (k — 1)-celda eF~! se sigue que
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RPF 1\ ek~ =2 RP*2; ademds tenemos
p : RPFL/(RPF1\b~1) = RPF-1/RPF2 o Gh-1 (1)
Finalmente, calcularemos el grado de la funcién
St RPF L RPM/RPF? 2 S

Hagamos S*~1 —S*~2 = N1US y notemos que las restricciones (qo )|,
(gop)|s son homeomorfismos. Para la funcién antipodal a tenemos que

(qow)|n =ao(qop)|sy viceversa.

Para el homeomorfismo y a = [RP*7?} ¢ RP*'/RP*? (un
punto en cociente tomamos y € S*71\ p(v) para obtener

(goe) M (y) = {x1,m} C 51

donde z1, x5 son antipodales. SPG supongamos z; € N,z € Sy N, S
son vecindades para tales puntos. Por el lema (3.0.3) se tiene que

= deg(q o @) =deg((qo ¢)|s) + deg((q 0 ©)ls,)
= deg(q o)|n + deg(g o 9)ls
= deg(a) - deg(q o ¢)|s + deg(q o ¥)|s
= (=1)"deg(q o ¢)|s + deg(q o )]s

Dado que (g o ¢)|s es homeomorfismo deg(q o ¢)|s = £1. De aqui se
obtiene dos casos:

1. Sideg(go@)ls =1

2, k par

= deg(qop) =1+ (-1)" = .
0, k impar

2. Sideg(qgop)s=—1

-2, k
= deg(gow) = —1+ (-1 =4 7 P
0, k impar

De esto se obtienen dos casos
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2¢¥~1 Lk par —2eF=1 [k par
di(e") = { P di(e¥) = { b

0, k impar 0, k impar
92 k‘—l’ k
Finalmente, dado que (—2)Z = 27, obtenemos d(e*) = ‘ Par :
0, k impar

El resultado buscado se obtiene al escribir los complejos de cadenas para
ambos casos y calculando homologia. B
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