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@ Dos motivaciones:
@ Un teorema en Geometria
@ Ciencia de datos

© Qué es homologia?
@ Homologia simplicial

© Campos vectoriales en esferas
@ Homologia persistente

© Referencias
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Primer uso: campos vectoriales
tangentes
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Dos motivaciones: Un teorema en Geometria

Esferas y vectores

Esferas y vectores son de los objetos mas sencillos de la geometria.

En R"1 consideramos los vectores unitarios:

La n-esfera:

S"={xeR™ | [Ix|]| =1}
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Esferas y vectores

El espacio tangente a S” estd dado por

T(S")={(x,v) | xeS", (x,v)=0}
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Un teorema en Geometria

Esferas y vectores

El espacio tangente a S” estd dado por

T(S")={(x,v) | xeS", (x,v)=0}

Proyeccién a la base:

p: T(8")—S"

(x,v) — x
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Un teorema en Geometria

Esferas y vectores

El espacio tangente a S” estd dado por

T(S")={(x,v) | xeS", (x,v) =0}

Proyeccién a la base:

p: T(S8")—S"

(x,v) — x

Una funcién inversa a p es llamado un campo vectorial tangente.
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Dos motivaciones Un teorema en Geometria

Esferas y vectores

Campo vectorial tangente en 5”:

V5" — T(S"), x—(x,w),
donde (x, vyx) = 0.
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Dos motivaciones Un teorema en Geometria

Esferas y vectores

Campo vectorial tangente en 5”:

V5" — T(S"), x—(x,w),
donde (x, vy) = 0.

Los campos vectoriales se relacionan con sistemas dindmicos, modelacién
grafica, robdtica, etc.
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Dos motivaciones Un teorema en Geometria

El teorema

Una singularidad de un campo vectorial es un x € S” tal que v, = 0.
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Dos motivaciones Un teorema en Geometria

El teorema

Una singularidad de un campo vectorial es un x € S” tal que v, = 0.

Teorema

S™ tiene un campo vectorial tangente (sin singularidades) <= n es impar.J

June 2, 2023 7/67



Dos motivaciones Un teorema en Geometria

El teorema

Una singularidad de un campo vectorial es un x € S” tal que v, = 0.

Teorema

S™ tiene un campo vectorial tangente (sin singularidades) <= n es impar.J

Para el caso n = 1:

The circumferential unit vector fied, e,
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Dos motivaciones Un teorema en Geometria

El teorema

Una singularidad de un campo vectorial es un x € S” tal que v, = 0.

Teorema

S™ tiene un campo vectorial tangente (sin singularidades) <= n es impar.J

Para el caso n = 1:
Para n = 2 hay singularidades:

The circumferential unit vector fied, e,
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Teo. de la Bola Peluda
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2do uso: la forma de los datos
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La Ciencia de Datos busca obtener, tratar, analizar, depurar y manipular
informacién.

Maching

Compiter” "™ Mathand
Science/1T Statistics
Data
Science

Saftware T
Development L

Domains/Business
Knowledge

Es un drea multidisciplinaria donde las matemdticas y las ciencias
computacionales tienen una gran presencia.
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Ciencia de datos

Cuando los datos son representados graficamente se buscan patrones que
reflejen relaciones entre ellos

A
. . .
o e . B
. .
.
. o .. Lt .
K e 0 "% * s
o .o 5 g s .
. P o .
, * o - .
. .o . . ..
(@r=1 b)r=08 (€)r=03 (dyr=0
perfect positive strong positive moderate 10 weak no correlation
correlation correlation positive correlation



Ciencia de datos

Cuando los datos son representados graficamente se buscan patrones que
reflejen relaciones entre ellos
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En particular, la forma en que se distribuyan determina el modelo aplicado
para analizarlos

Regression Cluster Loop Flared

Este andlisis es llamado The Shape of Data.



La homologia es una herramienta para estudiar nubes de datos

TOPOLOGY OF DATA

BETTI NUMBERS

SIMpLICICAL PERSISTENCE
COMPLEX DIAGRAM




La homologia es una herramienta para estudiar nubes de datos

TOPOLOGY OF DATA

1 BeTT WuMBeRsS

SIMPLICICAL PERSISTENCE
COMPLEX DIAGRAM

la informacién obtenida de este andlisis permite distinguir entre los tres
primeros casos:

5 P Y
g .
&

Regression Cluster Loop. Flared
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Ciencia de datos




Dos motivaciones Ciencia de datos

Ejemplo. Muestra discreta de un objeto continuo

e Si la muestra es densa entonces contiene informacién sobre el espacio
escondido.



Dos motivaciones: Ciencia de datos

Ejemplo. Muestra discreta de un objeto continuo

e Si la muestra es densa entonces contiene informacién sobre el espacio
escondido.

e Como la muestra tiene una topologia trivial, se buscan otros espacios
asociados para obtener esa informacidn.



i Qué es homologia?



i Qué es homologia?

Homologia

Traducimos problemas geométricos a problemas algebraicos mediante

donde A(X) puede ser un niimero, un grupo, un espacio vectorial, etc.
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i Qué es homologia?

Homologia

Traducimos problemas geométricos a problemas algebraicos mediante

donde A(X) puede ser un niimero, un grupo, un espacio vectorial, etc.

Naturalidad:

X_"Y = AX) T A(Y)
...y también:

X—=Y = AX)—=AY

VRN
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i Qué es homologia?

Homologia

Traducimos problemas geométricos a problemas algebraicos mediante

donde A(X) puede ser un niimero, un grupo, un espacio vectorial, etc.

Naturalidad:

X_"Y = AX) T A(Y)
...y también:

X—=Y = AX)—=A(Y)

\@ \AT(J/Z)

Consecuencia: si X 22 Y, entonces A(X) = A(Y).

June 2, 2023 14 /67



i Qué es homologia?

Homologia

La asociacién se da en dos pasos:

@ Dado un espacio X se construye un sistema

s G () 2 () 2 G (X) — -
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i Qué es homologia?

Homologia

La asociacién se da en dos pasos:

@ Dado un espacio X se construye un sistema

s G () 2 () 2 G (X) — -

@ ... y se toman cocientes sucesivos:

ker O
im0y 41

_ ker ki1
im0y 42

_ kerdk_1

- Hip1(X) , H(X) = imon

, Hie1(X)

cuyos elementos [z] son llamados clases de homologia.



i Qué es homologia?

Homologia

La asociacién se da en dos pasos:

@ Dado un espacio X se construye un sistema

s G () 2 () 2 G (X) — -

@ ... y se toman cocientes sucesivos:

_ ker ki1
im0y 42

ker O
im0y 41

_ kerdk_1

o Higa (X) o

, Hil(X) = ; Hiee1(X)

cuyos elementos [z] son llamados clases de homologia.

ALas clases de homologia pueden verse como clases laterales o como
clases de equivalencia:

[z] = z+ im Ok; equivalentemente: z; ~ zp <= z; — z, € im0



i Qué es homologia?

Homologia

Los espacios vectoriales Ho(X), H1(X), H2(X) ... leen ciertos aspectos de
X.



i Qué es homologia?

Homologia

Los espacios vectoriales Ho(X), H1(X), H2(X) ... leen ciertos aspectos de
X.

Ejemplos: dependiendo del tipo de espacio con el que se trabaja
@ Homologia simplicial @ Homologia cibica

@ Homologia singular @ Homologia celular

@ Homologia de Floer @ ---

June 2, 2023 16 / 67



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Un ejemplo: homologia simplicial
Los elementos basicos son simplejos:

g-simplejo: g = (vi,Vv2,..., Vg+1)

para puntos distintos, ordenados, no colineales.

17 /67



i Qué es homologia? Homologia simplicial
Un ejemplo: homologia simplicial
Los elementos basicos son simplejos:

g-simplejo: g = (vi,Vv2,..., Vg+1)

para puntos distintos, ordenados, no colineales.

. A D

0-simplex 1-simplex 2-simplex 3-simplex

Observemos que

@ 2-simplejos = caras

@ O-simplejos = vértices (v) triangulares (v1, vo, v3)
) )

@ 1-simplejos = aristas

@ 3-simplejos = tetraedros
(vi,v2)

rellenos (v1, v2, v3, va4)



i Qué es homologia? Homologia simplicial

A través de las inclusiones naturales o041 C 04, Vq definimos:

Las caras de un g-simplejo o4 son aquellos simplejos de dimensién menor
contenidos en él

v

D)



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Un ejemplo: homologia simplicial

Un complejo simplicial K es una coleccién de simplejos que se
intersectan bien:

@ Si o € K, también estan sus caras.
Q@ Sioi,00ceK,01Noa=0601Noo />< /’\

es una cara en comun.




i Qué es homo

Homologia simplicial

Un ejemplo: homologia simplicial

Un complejo simplicial K es una coleccién de simplejos que se
intersectan bien:

@ Si o € K, también estan sus caras.
Q@ Sioi,00ceK,01Noa=0601Noo
es una cara en comun.
Ejemplos:

Us Ug Us Lo

Uy Uy vy Uy

June 2, 2023 19 /67



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Un ejemplo: homologia simplicial

Algebrizamos la estructura geométrica: Cq(X) es el espacio vectorial
generado por los g-simplejos de X

ce Cy(X), c= alaé + azag 4.+ amag’, cona; €F

Tenemos expresiones como:

2el + 2 — e — &3

V2—V4—V3

June 2, 2023 20/67



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Un ejemplo: homologia simplicial

Suma de g-cadenas:
(Z a,-ag) + (Z ﬂ;aé) = Z(a; + ﬁ,')af7

C o i ae Ny Ny
Inversos: ¢ =) ajo es —c = ) (—a;)oy,.
Multiplicacion por escalar:

ac = aalaé + 040620'(27 4+ 4 ozoamag’,

para a € F.

June 2, 2023
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i Qué es homologia?

Homologia simplicial

De lo anterior se obtiene una coleccién de espacios vectoriales { Cx(X) }x>0
relacionados entre si mediante el operador frontera...

@ Para dimension 2:

o Para 0-simplejos: d(v1, va, v3) :=
d(v)=0 (v2,v3) — (vi,v3) + (vi, v2)
@ Para dimension 1: @ Para 3-simplejos:
I(vi, v2) := (v2)—(v1) O(va, va, v3,va) := (va, v3, va) —

(Vla V3, V4) + (Vly V2, V4) - (Vla V2, V3)



i Qué es homologia? Homologia simplicial

De lo anterior se obtiene una coleccién de espacios vectoriales { Cx(X) }x>0
relacionados entre si mediante el operador frontera...

@ Para dimension 2:

o Para 0-simplejos: d(v1, va, v3) :=
d(v)=0 (v2,v3) — (vi,v3) + (vi, v2)
@ Para dimension 1: @ Para 3-simplejos:
I(vi, v2) := (v2)—(v1) O(va, va, v3,va) := (va, v3, va) —

(Vla V3, V4) + (Vly V2, V4) - (Vla V2, V3)

Para una cadena ¢ = Y ;o) € Cx(X) definimos

8k(C) = Z a,-@kJL

Notemos que Ji(c) € Cr_1(X).



i Qué es homologia?

Operador frontera

Teorema
En la coleccidon
O Ok—1
oo — G(X) = G (X)) —

se satisface que Jk 0 Ok+1 = 0,Vk >0

Homologia simplicial

2 X))

I Co(X) — 0

June 2, 2023
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i Qué es homologia? Homologia simplicial

Operador frontera

Teorema

En la coleccidon

= GO 2 0 23 2 X)) 2 (X)) — 0

se satisface que Jk 0 Ok+1 = 0,Vk >0

Notacion.

e Una p-cadena z € C, es p-ciclo si Jp,z = 0; denotamos por Z,(X) al
subgrupo de p-ciclos y notamos que Z,(X) = ker 0.
@ Una p-cadena z € C, es llamada una p-frontera si existe

¢ € Cpy1(X) tal que Jpt1¢ = z; denotamos por B,(X) y notamos
que Bp(X) = imOpy1.



es homologia? Homologia simplicial

Ciclos y fronteras

5 y
<=/
£

a u da

a a ‘l
N

<\

e X

Figure: Tres 1-ciclos Figure: Dos 1-ciclos Figure: Dos 1-ciclos, un

2-ciclo



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Ciclos y fronteras

pe g

=
L]

a u d

a da ‘l
2

<\

P x

Figure: Tres 1-ciclos Figure: Dos 1-ciclos Figure: Dos 1-ciclos, un

2-ciclo

ANOS interesa detectar aquellos ciclos que no son frontera de simplejos
de dimensién mayor.



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Por el resultado sobre el operador frontera

Bi(X) C Zk(X), Vk>0

Nos interesa determinar aquellos elementos de Z,(X) que no estan en
Bk(X); es decir, determinar las distintas clases laterales del cociente

Z(X)/Bi(X).

25 /67



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Por el resultado sobre el operador frontera

Bi(X) C Zu(X), Vk>0

Nos interesa determinar aquellos elementos de Z,(X) que no estan en
Bk(X); es decir, determinar las distintas clases laterales del cociente

Zi(X)/Bi(X).
La k-ésimo homologia simplicial de X:

H(X) == Zi(X)/Bk(X)



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Por el resultado sobre el operador frontera

Bi(X) C Zu(X), Vk>0

Nos interesa determinar aquellos elementos de Z,(X) que no estan en
Bk(X); es decir, determinar las distintas clases laterales del cociente

Z(X)/Bi(X).
La k-ésimo homologia simplicial de X:
H(X) == Zi(X)/Bk(X)
ACuando se dice la homologia de X nos referimos a la coleccién

Ho(X) = {Ho(X), H1(X), Ha(X), ...}



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Calculos de homologia



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Calculos

e Para X =0 los grupos Ci(X) son triviales, asi que Hx(X) también
son triviales.



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Calculos

e Para X =0 los grupos Ci(X) son triviales, asi que Hx(X) también
son triviales.

e Si X = {xo} entonces Cx(X) =0,Vk > 1y Co(X) tiene un generador.



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Calculos

e Para X =0 los grupos Ci(X) son triviales, asi que Hx(X) también
son triviales.

e Si X = {xo} entonces Cx(X) =0,Vk > 1y Co(X) tiene un generador.
De aqui se tiene que el complejo de cadenas tenga la forma



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Calculos

e Para X =0 los grupos Ci(X) son triviales, asi que Hx(X) también
son triviales.

e Si X = {xo} entonces Cx(X) =0,Vk > 1y Co(X) tiene un generador.
De aqui se tiene que el complejo de cadenas tenga la forma

o050 % . Lo S Fr—o0

Finalmente, haciendo el calculo de los cocientes:



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Calculos

@ Tomemos una triangulacién para la circunferencia unitaria:

Sélo hay informacién en dimensiones 0, 1:
Co(X), CG1(X), tienen 3 generadores cada

uno.

Basta estudiar el operador frontera 0 : C;(X) — Co(X) para obtener:

-1 0-1 0
10 0-1
0-1 1 0

101

0
—a1 —ag
ay —ay
—az +ag
Qs +ay

o) =—ay = —a3 =0y

olving

0

H Hi(X) =



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Calculos

@ Tomemos un triangulo relleno X

Hay informacién en

/K dimensiones 0, 1, 2:
/ Co(X), Gi(X), Go(X), tienen
éilllb 3, 3 y 1 generadores, resp.



ogia? Homologia simplicial

Propiedades de la homologia



i Qué es homo

Homologia simplicial

Propiedades

e Componentes conexas: son subconjuntos conexos maximales de un
espacio, los pedazos de los que estd compuesto.
Ejemplos.

X
© Los espacios tienen una y
dos componentes, respectivamente.
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i Qué es homologia? Homologia simplicial

Propiedades

e Componentes conexas: son subconjuntos conexos maximales de un
espacio, los pedazos de los que estd compuesto.
Ejemplos.

© Los espacios tienen una y
dos componentes, respectivamente.

@ Una nube de puntos P tiene |P| componentes

June 2, 2023 31/67



i Qué es homo ? Homologia simplicial

Teorema

Si P = {P;}"_, es una coleccién de vértices, uno por cada componente
conexa de X, entonces P forma una base para Hyp(X).




i Qué es homo ? Homologia simplicial

Teorema

Si P = {P;}"_, es una coleccién de vértices, uno por cada componente
conexa de X, entonces P forma una base para Hyp(X).

Es decir, Hyo(X) tiene tantos generadores como componentes conexas.



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Teorema

Si P = {P;}"_, es una coleccién de vértices, uno por cada componente
conexa de X, entonces P forma una base para Hyp(X).

Es decir, Hyo(X) tiene tantos generadores como componentes conexas.

Ejemplos. En el caso de los espacios anteriores,
Ho(X)=TF, Ho(Y)=F xF =F?,

donde los correspondientes generadores se pueden elegir como vértices en
cada componente. Para la nube de puntos P

#de generadores de Hy(P) = |P|



i Qué es homologia? Homologia simplicial

o Invarianza. Si X =2 X’ entonces

Hi(X) 22 Hi(X'), Yk >0



i Qué es homo ? Homologia simplicial

o Invarianza. Si X =2 X’ entonces
Hic(X) = H(X'), Yk >0

Algunas deformaciones estd motivadas por la topologia o por la
combinatoria:

i 3 3 1 13 313
v
e - — - g 12 b /23 12 23 2
L
g '2

En particular, los célculos no se alteran si la figura se rota o re-escala

At b

N




i Qué es homologia? Homologia simplicial

e Invarianza. Si X ~ X’ entonces Hy(X) = Hi(X'),Vk >0

Squashing the cylinder down.
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i Qué es homologia? Homologia simplicial

e Invarianza. Si X ~ X’ entonces Hy(X) = Hi(X'),Vk >0

Squashing the cylinder down.

|
Ll

@ ~—_ T

Asi, todo espacio contractil X tiene la homologia de un punto:

F, k=0

=190 k=1



i Qué es homo ? Homologia simplicial

e Hi(X) y "agujeros”. Un 1l-ciclo no trivial es una curva cerrada
simple:

En el plano los 1-ciclos tienen
un interior y un exterior.

En el plano, los generadores de H; corresponden a las fronteras de
regiones cerradas y acotadas.

35 /67



Homologia simplicial

Teorema

Los generadores de H;(X) corresponden a los 1-ciclos que no son frontera
de tridangulos.




i Qué es homologia?

Teorema

Homologia simplicial

Los generadores de H;(X) corresponden a los 1-ciclos que no son frontera

de tridangulos.

Ejemplo. Para las regiones

]

P [

Hi(X5)

Hi(Xc)

=0, Hl(Xb) =F

= F?, Hi(X4) =T

Observemos también que Hy = IF para todos los casos anteriores. <
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i Qué es homologia? Homologia simplicial

Homologia de esferas

Algunos problemas de la geometria pueden ser resueltos con homologia:

Q O Hi(SY) = F, He(SY)=0k+1

Sphe circle H2(52) =T, Hk(52) =0,k #2



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Homologia de esferas

Algunos problemas de la geometria pueden ser resueltos con homologia:
Q O Hi(SY) = F, Hi(SY) =0k #1
Sphél;e circle H2(52) =T, Hk(52) =0,k #2

F, k=0
En general Hx(S") = {0’ Lo 1’ 5



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Homologia de esferas

Algunos problemas de la geometria pueden ser resueltos con homologia:

Q O Hi(SY) =F, Hy(S)=0,k#1

Sphere circle H2(52) =T, Hk(52) =0,k #2

F, k=0
En general Hx(S") = {0’ Lo 1’ 5

En particular:

eSin#m, S"2S™

@ La homologia distingue los distintos tipos de "hoyos” que tienen.

@ Si Hi(X) # 0, entonces X "tiene” una k-esfera.

37/67



Homologia simplicial

@ Homologia y funciones.



i Qué es homologia? Homologia simplicial

@ Homologia y funciones. Toda funcién continua f: X — Y
produce homomorfismo Ci(f) : Cx(X) — Cx(Y') que permite definir

f([2]) = ¢(2), [2] € H(X)



i Qué es homologia? Homologia simplicial

@ Homologia y funciones. Toda funcién continua f: X — Y
produce homomorfismo Ci(f) : Cx(X) — Cx(Y') que permite definir

f([2]) = ¢(2), [2] € H(X)

De esto se obtiene f; : Hi(X) — Hi(Y),Yk > 0 con propiedades
funtoriales:



i Qué es homologia? Homologia simplicial

@ Homologia y funciones. Toda funcién continua f: X — Y
produce homomorfismo Ci(f) : Cx(X) — Cx(Y') que permite definir

f([2]) = ¢(2), [2] € H(X)

De esto se obtiene f; : Hi(X) — Hi(Y),Yk > 0 con propiedades
funtoriales:

e Para laidentidad 1: X — X se tiene que
1,.=1: Hk(X) — Hk(X)
e Paraf: X =Y, g:Y — Z tenemos

(gof)* :g*of* : Hk(X)—> Hk(Z)



i Qué es homologia? Homologia simplicial

Algunas referencias

o Fraleigh, A First Course in Abstract Algebra, Pearson, 2002.

o Wildberger, An introduction to homology, Insights into Mathematics,
video de YouTube.

@ Adams, Franzosa, Intro. to Topology, Pure and Applied, Pearson,
2008

@ Hatcher, Algebraic Topology, Cambridge, 2002
o Edelsbrunner, Harer, Computational Topology, AMS, 2010

o Ghrist, R., Elementary Algebraic Topology, 2014.
e Nanda, V., Computational Algebraic Topology. Disponible aqui


https://people.maths.ox.ac.uk/nanda/cat/TDANotes.pdf

Campos vectoriales



Campos vectoriales en esferas

Homotopia
Una homotopia entre f, g : X — Y es una coleccién de funciones

{He : X — Y}
talesque Hp=f,H; = g.



Campos vectoriales en esferas

Homotopia

Una homotopia entre f, g : X — Y es una coleccién de funciones
{H: : X — Y}iec15
talesque Hp=f,H; = g.
X, Y son homotdpicos si existen f, g tales que

fog~1ly, gof~1lx

Aqui f es llamada equivalencia homotépica, con g inversa homotépica

de f.
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Campos vectoriales en esferas

Homotopia

Una homotopia entre f, g : X — Y es una coleccién de funciones
{H: : X — Y}iec15
talesque Hp=f,H; = g.
X, Y son homotdpicos si existen f, g tales que
fog~1ly, gof~1lx

Aqui f es llamada equivalencia homotépica, con g inversa homotépica
de f.

e Para f, g homotépicas fx = gk : Hk(X) — Hk(Z2),Vk.



Campos vectoriales en esferas

Grado de funciones

El grado de f : S” — S" es el entero deg(f) tal que

fo: Ho(S") 2 Z — Ho(S") 2 Z,  [2] — deg(f)]z]

Propiedades:

e deg(lx) =1, deg(g o f) = deg(g)deg(f)
e Si f ~ g, entonces deg(f) = deg(g)
e Si f es equivalencia homotdpica, deg(f) = £1
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Campos

Reflexion ortogonal

Hiperplano ortogonal para v € R”
H,=vt={weR"|(v,w) =0}

Reflexion a lo largo de v:

S, :R" - R", x»—)x—2<v’x>v
(v,v)
Propiedades::
e S, es transformacién lineal e (5,(x),S.(y)) = (x,y)
e S,(H,)=H, e=35,:5"->5"
@ S, es una reflexién e deg(S,) =-1
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Campos vectoriales en esferas

Funcién antipodal: A: 5" — S"

X = (Xl, ce ,Xn+1) = =X = (—Xl, RN _Xn+1)



Funcién antipodal: A: 5" — S"

X = (Xl, ce ,Xn+1) = =X = (—Xl, RN _Xn+1)

Teorema

El grado de la funcién antipodal A : S" — S es (—1)"*!

Dem. Tomamos base candnica {e, ..., e,r1) y observamos que

A=5, 05,008

€n+1°

Finalmente, deg(A) = (—=1)(-1)---(=1) = (-1)"*'. &
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Resultados (sin demostracién?)

Teorema
Si f:5" — 5" no tiene puntos fijos, f ~ A. J

Asi que deg(f) = (—1)"*!

Teorema

Si f: 52" — S$2" no tiene puntos fijos, existe xg tal que f(xp) = —xp.

Corolario
No existe f : $2" — S27 tal que f(X) L X,Vx € S°".




Campos vectoriales en esferas

El teorema

Teorema

S" tiene un campo vectorial tangente (sin singularidades) <= n es impar.J

Dem. Sea n=2m — 1y definamos

Vx = (X27 —X1, X4, —X3,...,X2m, _X2m—1)7
para X = (x1,x2,...,Xom) € S?™~1. Con esto definimos el campo vectorial
tangente

o §2m1 T(Szm*l), X = (X, v)

APara m = 1 tenemos

(x1,x2) — (x2, —x1)
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Campos vectoriales en esferas

El teorema

Si existe campo vectorial tangente
o:5"— T(S"), X — (X, vx)

definimos

8" 8" f(x)=
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Campos vectoriales en esferas

El teorema

Si existe campo vectorial tangente

o:S5"—= T(S"), x = (X, vx)
definimos o
FrSTo S F(R) =
&)= 1

Por construccién se tiene (X, (X)) = 0, lo cual es imposible si n es par. B

June 2, 2023
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Campos vectoriales en esferas

Aplicacién

La Topologia Robdtica usa métodos topoldgicos para modelar y resolver
problemas en robdtica, asi como para implementar soluciones.



ctoriales en esferas

Aplicacién

La Topologia Robdtica usa métodos topoldgicos para modelar y resolver
problemas en robdtica, asi como para implementar soluciones.

Un algoritmo de planeacion motriz son las instrucciones para el
movimiento de agentes en cierta region.

R.0.B.0.T. Comics

"H1S PATH-PLANNING MAY BE
SUB-OPTIMAL, BUT IT'S GOT FLAIR."
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Campos vectoriales en esferas

Aplicacién

La complejidad topolégica TC(X) determina qué tan complicado es
modelar el movimiento en X.
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Campos vectoriales en esferas

Aplicacién

La complejidad topolégica TC(X) determina qué tan complicado es
modelar el movimiento en X.

Lema
TC(SY) =2 J

Demostracién: las instrucciones de movimiento en S son posibles
porque existen campos vectoriales tangentes!! ll

Como S? no tiene campo vectorial tangente, TC(S?) = 3.



La forma de los datos



TOPOLOGY OF DATA

BETTI NYMBERS

SIMPLICICAL PERSISTENCE
COMPLEX DIAGRAM




Complejo de Vietoris-Rips



Homologia persistente

Modelamos una nube de datos mediante un conjunto finito P C R".
Para ¢ > 0 el complejo de Vietoris-Rips VR(P) tiene por simplejos:
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Homologia persistente

Modelamos una nube de datos mediante un conjunto finito P C R".

Para ¢ > 0 el complejo de Vietoris-Rips VR(P) tiene por simplejos:
{vo,vi1,...,vq} determina un
g-simplejo en VRE(P)

—

d(vi,vj) <2, Vi#j

Notemos que:
@ Los elementos de P son los vértices de VR®(P), Ve.
o Parac <¢', VR(P)C VR®(P).
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Homologia persistente

Variando ¢ obtenemos una coleccién de espacios

QO




Variando ¢ obtenemos una coleccién de espacios

OO0

Ejemplo: |P| = 50, elementos aleatorios.

Delta=0.1 Delta=0.3 Delta=0.5 Delta=0.6 Deita=0.8 Delta=0.9 Delta=11 Delta=12
0o~ Tho ™ o T — o L Do o { T
" b5 T . Y R | c Ly

.. - P . . - - . . - . “ N
. s . - L -
50 R ‘o : S0 T Ssedl ‘,sa.L 5,!50.( ‘,1
25 ks s - : © s . < ops © s Y
. . - EORE Vi i CEY DA ol P S ol B
. . X ‘ K . . LoV
00 4 J00 0L oo Lt ol £ bodt oL hol: . .

0 Deftd=l4 M 0 Deltd=15 10 0 Deltd=16 10 0 Deltd=19 10 0 Deltd=21 10 0 Deltd=22 1 0 Deltg=24 10
0o+ N ~ \ ~ S 0 Do o
754" ds” 75" s s 75

~ < -~ 7
504, ¢ Aol 50 50 50 50
s A \rlg \ 25 bs 25
00 - oo 0 oo oo o

0 Deltd=25 1 0 Deltd=27 10 0 Deltd=29 1 O Deltd=31 10 0 Deltd=33 10 0 Deltd=35 10 0 Deltd=36 10
wo Do o
75
50
25

o o oo 0
0 Delt#=38 10 0 Deltd=39 10 0 Delt#=40 10 0 Delt#=42 10 0 Delt#=43 10 0 Delt#=45 10 0 Deltd=47 1w 0

Deltd=4.8 10
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Homologia persistente

Haciendo X; := VR®(P) obtenemos una filtracién

fO 2t fn—1
Xo— Xy — -+ — Xpo1 — X,

donde f' son inclusiones.

June 2, 2023
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Homologia persistente

Haciendo X; := VR®(P) obtenemos una filtracién

fO 2t fn—1
Xo— Xy — -+ — Xpo1 — X,

donde f' son inclusiones. Para k > 0 fija consideramos los homomorfismos

en homologia:

fO 1 fkn7 1

f,
Hk(Xo) —k> Hk(Xl) —k> e —— Hk(X,,,l) — Hk(Xn)

llamado el médulo de persistencia de X.



Homologia persistente

Haciendo X; := VR®(P) obtenemos una filtracién

fO 2t fn—1
Xo— Xy — -+ — Xpo1 — X,

donde f' son inclusiones. Para k > 0 fija consideramos los homomorfismos
en homologia:

fO fl fnfl
Hk(Xo) —k> Hk(Xl) —k> e —— Hk(X,,,l) k—) Hk(Xn)

llamado el médulo de persistencia de X.

Recordemos que la homologia refleja propiedades geométricas....



Homologia persistente

Propiedades de la homologia:

@ Ho(X) tiene tantos generadores/clases como componentes conexas.

@ Los generadores/clases de H;(X) corresponden a curvas cerradas que
no son frontera de tridngulos.

@ Los generadores/clases de Hp(X) corresponden a huecos de X

@ En general, los generadores/clases de H(X) corresponden a hoyos
k-dimensionales de X.



Homologia persistente

Propiedades de la homologia:

@ Ho(X) tiene tantos generadores/clases como componentes conexas.

@ Los generadores/clases de H;(X) corresponden a curvas cerradas que
no son frontera de tridngulos.

@ Los generadores/clases de Hp(X) corresponden a huecos de X

@ En general, los generadores/clases de H(X) corresponden a hoyos
k-dimensionales de X.

AEstudiar la permanencia de las clases a lo largo de la filtracién nos dird
qué tan predominante es dicha caracteristica topoldgica



Ejemplo.

Homologia persistente

El médulo

Ho(Xo) — Ho(Xl) — s = HO(Xn—l) — Ho(Xn) = Ho(X)

permite conocer cémo varian las componentes conexas.

Nube de puntos

o

o

L)

.

o

2

2 6 8

Hp cambia al conectar puntos.«

Pardmetro delta=1.34

June 2, 2023
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gia persistente

Nacimiento y muerte

Se dice que un elemento [z] nace en X,

si [2] € He(Xp) v [2] & FE Y (Hi(Xp-1))
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Homologia persistente

Nacimiento y muerte

Se dice que un elemento [z] nace en X,

si [z] € He(Xb) y [2] & £ (He(Xb-1))

Se dice que un elemento [z] € H,(X,) muere al entrar a X, con a < d,
si £971([2]) = 0 € Hi(Xy)

y ademas [z] nacié en X;, con i < d.



Homologia persistente

Nacimiento y muerte

Se dice que un elemento [z] nace en X,

si [z] € He(Xb) y [2] & £ (He(Xb-1))

Se dice que un elemento [z] € H,(X,) muere al entrar a X, con a < d,
si £371([2]) = 0 € Hx(Xa)
y ademas [z] nacié en X;, con i < d.

AToda clase de homologia nace en alglin momento pero
no toda clase muere.




Homologia persistente

Nacimiento y muerte

Ejemplo.

Aqui la clase [c] nace en X}, y muere al entrar a X,. <



Homologia persistente

Nacimiento y muerte

Ejemplo.

Aqui la clase [c] nace en X}, y muere al entrar a X,. <

e El nacimiento y la muerte de una clase [z] se codifica mediante la
pareja (b, d), con b < d.

@ Si una clase no muere se escribe (b, 00).



Diagrama de persistencia

Para cada k > 0 las clases de homologia en el médulo de persistencia

determinan

Homologia persistente

{(b,d)} € {0,1,...,n} x {0,1,...,n} U {oc}

que representa un resumen de la informacién de la filtracién y su

homologia.
B Sl g ¥
u ;
it y
ath o/\,'f,
o @ ) v
P >
birth

Diagrama de persistencia:
puntos (b, d) en el plano R?

June 2, 2023
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Homologia persistente

La persistencia de una clase [z] se define como

d—b, (b,d)

Pers([z]) := - (b, o0)

Pers([z]) mide cudnto "tiempo” permanece la clase en el anilisis
homolégico de la filtracién.
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Homologia persistente

La persistencia de una clase [z] se define como

d—b, (b,d)

Pers([z]) := - (b, o0)

Pers([z]) mide cudnto "tiempo” permanece la clase en el anilisis
homolégico de la filtracién.

En caso de muiltiples clases de homologia se consideran multiplicidades:

(b, d)",

significa que existen k clases que nacen en by mueren en d.
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Homologia persistente

Un ejemplo: muestras discretas

Supongamos que tenemos una muestra de puntos para un objeto continuo:




Homologia persistente

Un ejemplo: muestras discretas

Supongamos que tenemos una muestra de puntos para un objeto continuo:

Se busca estudiar la distribucién de
los puntos para obtener informacién
del objeto continuo.




Homologia persistente

Un ejemplo: muestras discretas

Supongamos que tenemos una muestra de puntos para un objeto continuo:

Se busca estudiar la distribucién de
los puntos para obtener informacién
del objeto continuo.
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Un ejemplo: muestras discretas
.... y se forma una filtracién:

°e o .

RN Py

(a) (b)




Homologia persistente

Un ejemplo: muestras discretas
.... y se forma una filtracién:

°e o .

RN Py

(a) (b)

El comportamiento de las clases en H; (y su persistencia) indican que
existen dos hoyos existen y que uno es mas grande que otro.



Otro ejemplo: lesiones en la piel

Topological approaches to skin disease image
analysis

Yu-Min Chung®, Chuan-Shen Hu', Austin Lawson®, Clifford Smyth*
*Department of Mathematics and Statistics, University of North Carolina at Greensboro, USA

i Department of Computer Science and Information Engineering. National Normal Taiwan University, Taiwan

Abstract—This report describes the algorithms used for the
UNC Greensboro team entries into the 2018 International Skin
Imaging Collaboration Challenge: Tasks 1 and 3. Task 1 was a
segmentation task: identify the actual diseased area of skin in
a given image of a skin lesion. Task 3 was a classification task:
identify the type of skin lesion pictured in a given image. The
cores of the algorithms used were based in persistent homology,
an algebraie topology technique that is part of the rising field of
Topological Data Analysis (TDA). The segmentation algorithm
is based on the lifetimes of certain features as the image is
thresholded. The classification algorithms use the segmentation
algorithm, calculate the persistence diagrams as the segmented
image is thresholded, then run a support vector machine on
vectorizations obtained from those persistence diagrams. We call

(a) MEL (b) NV {c) BCC (d) AKIEC

(f) DF (8) VASC



Homologia persistente

Otro ejemplo: lesiones en la piel




Homologia persistente

Comentarios finales

@ Existen diversos complejos simpliciales asociados a una nube de
datos: Cech, alpha, witness, graph-induced, Delaunay, etc.
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nube de puntos.

Making statistical inferences or extracting meaningful information from persistence diagrams is an essential
task in TDA.

summarizing persistence diagrams is a major research area in TDA.

Su anilisis se encuentra con la Estadistica cuando se recurre a ciertas
estructuras métricas.



Homologia persistente

Comentarios finales

@ Existen diversos complejos simpliciales asociados a una nube de
datos: Cech, alpha, witness, graph-induced, Delaunay, etc.

@ La persistencia puede estudiarse en términos algebraicos (via Teoria
de Representaciones).

o El diagrama de persistencia contiene la informacién geométrica de la
nube de puntos.

Making statistical inferences or extracting meaningful information from persistence diagrams is an essential
task in TDA.

summarizing persistence diagrams is a major research area in TDA.

Su anilisis se encuentra con la Estadistica cuando se recurre a ciertas
estructuras métricas.

@ Hay una fuerte componente computacional en el area.
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