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CAPITULO 1

Dia #1

1. Homotopia

Decimos que dos funciones continuas f,¢ : X — Y son ho-
motdpicas si existe una funcién continua

H:XxI—Y

tal que H(x,0) = f(x), H(x,1) = g(x),¥x € X. La funcién H es
llamada una homotopia entre f y ¢ y se usa la notaciéon f ~p ¢
para designar a dos funciones homotdpicas 6 simplemente f ~ ¢ si
la homotopia se sobreentiende o no hay necesidad de mostrarla.

FiIGUrRe 1. Una homotopia como deformacién entre
dos funciones

@Notemos que para cada t € I, la homotopia H determina una
funcion continua H; : X — Y, donde H;(x) = H(x,t). De aqui se
obtiene que la relacién de homotopia ~ corresponde a la idea de
una deformacién continua de la funcién f en la funcién g a través
de la familia de funciones { H¢(x) }4¢].

Ejemrro 1.1. Sean X = {x}, f,¢: X — Y continuas. Dado que
las imagenes de f, g son puntos x,y € Y, una homotopia H entre
tales funciones tiene la forma

H:XxI—Y, H(x0)=x, H(x1) =y

Dado que X x I = I la homotopia es una funcién continua H : [ —
Y con H(0) = x, H(1) = y; es decir, la homotopia H es basicamente
un camino continuo entre x,y. 4

5
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El ejemplo anterior puede ser generalizado mostrando la relacién
que existe entre una homotopia y las componentes arco-conexas del
espacio.

LeMA 1.2. Dos funciones constantes f,g : X — Y, f(x) =
y1,8(x) = y2 son homotdpicas < y1,y» pertenecen a la misma
componente arco-conexa de Y.

@Si las imagenes de f, g estan contenidas en componentes arco-
conexas distintas entonces no pueden ser homotdpicas. Estos resul-
tados muestran que la propiedad de ser arco-conexo puede ponerse
en términos homotdpicos.

En diversas situaciones es pertinente que la homotopia deje cierto
subespacio invariante: decimos que f,¢: X — Y tales que f = g en
A C X, son homotdpicas relativas a A si f ~py g y ademds

H(a,t) = f(a) = g(a), Ya € AVt € [0,1]
Notacién: f ~ grel A.

TEOREMA 1.3. =~ rel A es una relacion de equivalencia en el espacio
C(X,Y;rel A) de funciones continuas de X — Y que coinciden en
ACX.

@Cuando A = @ denotamos por [X, Y] al cociente de C(X,Y)
por la relacién de homotopia. Asi, dada f € C(X,Y) su clase de
equivalencia esta dada por

fl={8: X =Yg~ f}

Dos espacios X, Y se dicen del mismo tipo de homotopia si exis-
ten aplicaciones continuas f : X — Y, g:Y — X tales que

f og = 1y
go f >~ 1X
Notacién: X ~ Y. Bajo estas circunstancias las funciones f, g son

llamadas equivalencias homotdpicas y también se dice que una es
inversa homotdpica de la otra.
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TEOREMA 1.4. La propiedad de tener el mismo tipo de homotopia es
una relacion de equivalencia.

Dem. Dado que 1x ~ 1x claramente se tiene que X ~ X.
Ademas, si X ~ Y se sigue que Y ~ X debido a la simetria en
la definicion anterior.

f h
Supongamos existen funciones X _ Y, Y Z tales que X =~
~— ~
g l

Yy Y ~ Z. Consideremos las composiciones y notemos que

(gol)o(hof) ~ go(loh)of~gof~1x
(hof)o(gol) ~ ho(fog)ol~hol~1y. |

@Dado que tener una inversa continua es una relacién mas
fuerte que tener una inversa homotdpica, cualesquiera espacios home-
omorfos tienen el mismo tipo de homotopia:

(X2Y) = (X ~Y)

El reciproco de la implicacién anterior no es cierto:

Eremprro 1.5. Sean X = S! circunferencia unitaria en IR? yY =
S'U ([1,2] x {0}) como en la figura abajo.

Aqui X, Y no son homeomorfos pero X ~ Y. Wl

Eremrro 1.6. Consideremos i : S! — R?\{0} inclusién y la

funcién
g:RA\{0} — S, g(x) = W

Notemos que goi = 1g1, i0 g >~y Ig2 ), donde
H: (R2\{0}) x I — RA\{0}, (x,t) —> tx+ (1— t)ﬁ.

de donde S' ~ R?\{0}.«
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@El argumento anterior aplica de manera exacta en el caso de la
esfera S" C R"*1, por lo que se tiene que S” ~ R"*1\ {0}.

Sean x,y € R". El segmento dirigido determinado por x,y es el
conjunto de puntos dados por

Ly ={(1—t)x+ty|0<t <1}

Un conjunto C C R” es llamado convexo si para cualesquiera par
de puntos x,y € C el segmento I, esta completamente contenido
en C.

TeEOREMA 1.7. Sean X, Y espacios topoldgicos con Y C IR" convexo.
Cualesquiera funciones f,g : X — Y son homotdpicas.

Dem. Consideremos la funcion
H:Xx[0,1] — Y, H(x,t)=(1-1t)f(x)+tg(x)

Notemos que H es funcion continua y ademas H(x,0) = f(x) y
H(x,1) = g(x), por lo que define una homotopia entre f y ¢. B

La homotopia definida arriba se llama homotopia de lineas y es
de gran importancia para estudiar las propiedades homotépicas de
subconjuntos de espacios euclidianos.

Un espacio X se llama contrdctil si la funcién identidad 1x es
homotépica a una funcién constante.

CoRrOLARIO 1.8. Todo convexo de R" es contrictil. ]

Dem. Se sigue del resultado anterior: la homotopia entre la
identidad y la funcién constante en xy € C es:

H:CxI—C, H(x,t) = (1—t)xo+ tx. [

Asi, para n > 1, la bola o disco unitario D", el producto I" =
I x---x1 (el cubo canénico en R") y IR" mismo, son espacios
contrdctiles por ser convexos. En particular, cualesquiera funciones
continuas con contradominio en estos espacios son homotdpicas
(Teorema . Maés atin, la inclusién i : S"~! — D" es homotépica a
una funcién constante.
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@Recordemos que los espacios R", R son contractiles; en par-
ticular, esto dice que son del mismo tipo de homotopia. Por otro
lado, es un resultado cldsico (mds no trivial) que si n # m entonces
R",R™ no son homeomorfos. Este resultado requiere maquinaria
del tipo homolégica por lo que su prueba no se dard en las pre-
sentes notas. Sin embargo, el caso m = 2 es probado en el Teorema
3.21| como una aplicacién del grupo fundamental.

Una aplicacién sobre homotopia de lineas:

TEOREMA 1.9. Sean f,g : X — S" funciones continuas tales que

f(x) #—g(x),Vx € X, entonces f ~ g.

Dem. La hipétesis implica que (1 —¢#)f(x) +tg(x) # 0,Vt €
[0,1],Vx € X. Por lo que definimos H : X x [0,1] — S" como

I CEV R NP

(1 =) f(x) +tg(x)]| (rotets®

Observemos que mientras ¢ varia, H(x, t)
describe el arco maés corto de la circunferencia

que conecta a f(x) con g(x); véase la imagen
abajo. W

fx)

Decimos que un subconjunto A C X es un retracto de X si existe
funcién continua r : X — A tal que r|4 = 14; esto es, A es retracto
siroi=14,dondei: A — X esinclusién. La funcién r es llamada
una retraccion y representa una deformacion de X en A.

Ejemrro 1.10. Los siguientes ejemplos muestran que las retrac-
ciones existen:

(1) Sean X espacio topolégico y xp € X. Observemos que la
funcion constante X — {xg} es una retraccion

(2) La funcién R"*!1\{0} — S" dada por x — x/|x| es un re-
traccion. <

@Un espacio y cualquiera de sus retractos comparten ciertas propiedades
topoldgicas; esto permite, en particular, detectar posibles retractos

de un espacio: por ejemplo, si X es conexo (resp. compacto) y A no
conexo (resp. no compacto) se tiene que A no puede ser retracto de

X.
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Decimos que A C X es un retracto por deformacién de X si
existe una retraccion r tal que i or ~ 1x; es decir, que la retraccién
y la inclusién son equivalencias homotépicas y por tanto X ~ A.

Eremrro 1.11. El plano ponchado dos veces R?\{p,q} tiene a la
figura del ocho como retracto por deformacién como se muestra en la

siguiente figura
‘ﬂ“h\

'tilliv’
%@ -0

La imagen usada ha sido tomada (sin permiso) del libro [40].«

TeorREMA 1.12. X es contrictil < 3xg tal que {xo} es un retracto
por deformacion de X.

Dem. [=]Seax) € Xy supongamos 1x =~ cy,. Notemos que
cx, : X — {xo} es retraccién pues cx,0i = 1y, coni: {xo} — X
inclusion. Ademds, por hipétesis, cx, = i 0 ¢y, =~ 1x; luego {xo} es
retracto por deformacion.

Supongamos que existe r : X — {x¢} tal que
roi= 1{x0}’ ior ~ 1X

Notemos que r es funcién constante y ademds r ~ 1x. i

Bajo estas condiciones se tiene que X ~ {xo}.

Prorosicion 1.13. Todo espacio contréctil es arco-conexo

@Por una generalizacion del Ejemplo |1.6se tiene que 5" es un
retracto por deformaciéon de R"*1\ {0}.

Lema 1.14. Si X es contrictil, X XY =~ Y. Si ambos son
contrictiles, el producto también lo es.
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Dem. Sea p € X y supongamos 1x ~p cp, con ¢, : X — {p}.
Entonces la funciones
{f:XxY—>Y, flx,y) =y,
§:Y — XxY, g(y)=(py)
son equivalencias homotdpicas pues f o ¢ = 1y y ademas la funcién

G(x,y,t) = (H(x,t),y) define una homotopia entre 1xxy y go f :
XxY—=XxY. 1

2. El grupo de Poincaré 711 (X, x¢)

Un camino « de xp a x1 es una funcién continua « : [0,1] — X
tal que a(0) = xg,a(1) = x1, llamados el punto inicial y final. Un
lazo basado en xj € X es una camino con punto inicial y final x.

Sean a, B caminos tales que «(0) = B(0) = xo y a(1) = B(1)
x1. Decimos que a, B son homotdpicos (con extremos fijos) si «
Brel{0,1}. En otras palabras, existe H : [0,1] x [0,1] — X tal que

{H(S,O) —a(t), H(s,1) = B(s)
H(O,t) = Xy, H(l,f) = X1

121l

X0 X1

o

FIGURE 2. Representacion grafica de un homotopia de caminos

Del Teorema [1.3se tiene que la relacién a ~  es una relacién de
equivalencia. La clase de equivalencia se denota por [«]; asi

@] = {B:[0,1] = X|p~a}

A continuacién algunas construcciones de gran importancia para
la teoria que se va a desarrollar:

e El camino constante en x € X se define como ¢,(t) = x
para todo t € [0,1].
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e Dado un camino « se define su camino inverso & como el
camino de x7 a xg dado por &(t) = a(1 — ).

e Si B es camino tal que a(1) = B(0) definimos el camino
producto « * 5 como el camino dado por

B 0((2t), si0<t<1/2
(a*B)(t) = {5(215—1), si1l/2<t<1

@Observemos que « * 3 es funcién continua (por el Lema del
Pegado, [32]) y es un camino de «(0) a (1) que consiste en recorrer
a a'y P al doble de velocidad.

TeorEMA 1.15. Sea X espacio topoldgico.

(1) Sean aq,wp,B1, B2 caminos en X.
(a) Siwg =~ ap entonces a1 =~ ay
(b) Siay ~ &, B1 =~ Bo, entonces ay * B1 =~ ap * B2

(2) Sean wq,wp, a3 caminos en X. Entonces

(0(1 *0(2) * N3 X K X (0(2*0(3)

(3) Para « camino entre x,y se tiene
(@ cxxa~a, a=axcy
b) axa~cy, a*xa~cy

J

@Debido al inciso (3) del teorema anterior, estudiar caminos
continuos en espacios topolédgicos es, desde un punto de vista ho-
motopico, trivial.

Dado xp € X consideramos al espacio de lazos basados en x:
Q(X,xp) = {A € Map([0,1], X) | A(0) = A(1) = xo}

Denotamos por 711 (X, xg) al cociente de Q)(X, xp) por la relacién de
homotopia de lazos:

(X, %0) = {[a] | & € Q(X, x0)}
Por el Teorema anterior se tiene una estructura de grupo en
s (X , xo):
e Elemento identidad: e = [cy,]

e Inverso: [a] ! := [a]
e Producto: [a] * [B] := [a * B]
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El grupo 711 (X, xo) es llamado el grupo fundamental de X basado
en xg.

Resulta natural preguntarse acerca de la dependencia del punto

base: sea y otro punto distinguido y y camino entre ellos. Observe-
mos que y induce un homomorfismo de traslacion:

Yo m(X,x) — (X, y), (o] = [y] 7 a]ly] = [y xaxq]

TeorREMA 1.16. Si X es conexo por arcos, 7y es un isomorfismo para
todo par (x,y) € X x X.

Dem. Sea 7(0) = x,7(1) = y. Notemos que 7. ([a] * [B]) =
v« ([ x B]) y ademés

Y (e B) 7]

Te(lax ) = |
[ -1
[

vl ak kgl x B
v ] [y By

= 7«([a]) * 7 ([B])
asi, v« es homomorfismo. Notemos que el homomorfismo
rm(Xy) — m(Xx), [a] = [yraxyTl

es el homomorfismo inverso de .. B

@Una observacién importante: el grupo fundamental también
es posible que se defina a través de clases de homotopia de fun-
ciones continuas S' — X; la equivalencia entre esta definicién y la
anterior radica en la biyeccién

{a:I— X| a continua, (0) = a(1)} +> {S! — X | continua}

Consideremos una funcién f : X — Y con yo = f(xp), para un
punto distinguido xp € X. Definamos

ferm(X,x0) — m(Y,yo), fe(la]) = [foq]
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Por el Teorema se tiene que

LM xnl) = fl[A*n])
= [fo(rxn)]
= [(fer)x(fon)]
= |feAlx|forn]
= fe(AD) * £i(ln])
Es decir, f. es un homomorfismo de grupos y es llamado el homo-

morfismo inducido por f. Sean f : X = Y, ¢ : Y — Z y notemos
que

gxo fu([a]) = g«([foa]) = [go foa] = (g0 f)«([a])

En otros terminos: (g0 f)« = g« © fs.

LEMA 1.17. Si g es funcion tal que g ~ f con g(xg) = f(xp),
entonces fi = gx.

Dem. Solo basta recordar que, bajo las hipétesis del lema, f o
a~goanVa e m(X,xp). M

TeoreMA 1.18. Sean (X, xq), (Y, yo) espacios con punto base. En-
tonces se tiene un isomorfismo

(X XY, (x0,40)) = (X, x0) x m1(Y,y0),
éste tiltimo dado por el producto directo de los grupos.

TeoreMA 1.19. El grupo fundamental es un invariante topoldgico
de X.

7

@Es de observarse que aunque dos espacios tengan grupos
fundamentales isomorfos, no implica que los espacios sean home-
omorfos; ver Corolario [1.29] Pero, por otro lado, si dos espacios
no tienen grupos fundamentales isomorfos, entonces no pueden
ser homeomorfos. Esto hace del grupo fundamental una 1til her-
ramienta para mostrar que dos espacios no son homeomorfos, lo
cual puede ser una tarea tediosa.
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TeorEMA 1.20. Si f : X — Y es equivalencia homotdpica, entonces
el homomorfismo

f* : 7T1(X, XO) — nl(Y,f(xo))
es isomorfismo.

7

Dem. A diferencia del Lema donde se tiene que las iméagenes
del punto base coinciden, en el teorema de arriba no se tiene ningtn
control sobre el punto base (no se tiene desde la definicién de equiv-
alencia homotépica). Es por esto que necesitamos el siguiente resul-
tado:

e Sean f ~ ¢: X — Y. Para todo x € X existe un isomorfismo
de grupos yx tal que el siguiente diagrama es conmutativo

(X, x) m (Y, f(x))
T |
m (Y, g(x))

cuya prueba se encuentra en [14] W

Dem. de Teorema Sea f equivalencia homotépica con
inversa g y apliquemos el resultado anterior para g o f, 1x:

/ £)(x))
\

m (X, x)

7T1(

Como x es isomorfismo, también lo es (go f)« = g« o fi. De aqui
que f. es inyectiva y g« sobreyectiva; de igual forma, usando fo g
se tiene que g, es inyectiva y f. sobre. B

Corovrario 1.21. El grupo fundamental de un espacio contrdctil es
trivial.
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LemaA 1.22. Dadas una retraccion r : X — A y la inclusion i :
A — X pruebe que el homomorfismo inducido r es sobreyectivo e
iy es inyectivo.

Dem. Notemos que roi: A — X — A es el mapeo indentidad,
asi que
Ty Oly 7T1(A) — 7T1(X) — 7T1(A)
es el homomorfismo identidad en 711(A). Si i.([A]) = ix([A]) en-
tonces [A] = ry 0ix([A]) = ry 0 ik ([A]) = [A]; asi, ix es inyectivo.
Finalmente notemos que dada [A] € 711 (A) se tiene que 7« (ix([A])) =
[A]; luego, 7. es sobreyectivo. Bl

TeorEMA 1.23 (Borsuk, 1933). Sea A un retracto por deformacion
de X. Entonces la inclusion i : A C X induce el isomorfismo
i : (A a) = m(X,a).

Dem. Por hipétesis existe homotopia H tal que i or ~p 1x. Se
sigue entonces que

lox =isore: m(X,a) — m(X,a).

Ademés, por el Lema anterior sabemos que i, es inyectiva; mas
aun, i, es sobreyectiva porque dada [A] € m(X,a) se tiene que
ix(re([A]) = [A]. W

Como consecuencia del resultado anterior se tiene:

LEMA 1.24. Sean A C Xy a € A. Si m(A,a) es no trivial y
(X, a) es trivial, entonces no existe retraccion de X en A.

Ejemrro 1.25. Recordemos que la banda de Mobius M se con-
struye a través del pegado de dos lados del cuadro [0,1] x [0, 1].
Consideremos el subespacio de [0,1] x [0,1] dado por

C=1[01] x {1/2}

y notemos que después de la identificacién C = S!. Definamos
r : M — C como la proyecciéon en tal circulo: r(t,s) = (¢,1/2).
Observemos que r es una retraccion por lo que tenemos 71 (M) =
m1(C) =2 711 (S'), lo cual calcularemos en Seccién 3 <
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Decimos que un espacio es simplemente conexo si es arco-conexo
y si 1y X = {1}. Por las propiedades de los homomorfismos induci-
dos es inmediato notar que la propiedad de ser simplemente conexo
es una propiedad topoldgica.

Eyemrro 1.26. Como todo espacio contractil es arco-conexo (Coro-
lario|1.13) y ademas tiene grupo fundamental trivial (Corolario|1.21)
se sigue que todo espacio contractil es simplemente conexo. <

En particular, yR" = m D" = m{x} = {1}.

3. Grupo fundamental de S!

Por el siguiente resultado se tiene que S! no es contractil; en
particular, no tiene el mismo tipo de homotopia que R? 6 D2.

TeorEmMA 1.27. El grupo fundamental del circulo es isomorfo al
grupo Z.

Ojoscs

FiGure 3. Todo lazo en S! determina un entero, lla-
mado el grado del lazo.

La prueba consiste de varios pasos:
e Se define una funcién

deg : m1(SY,(1,0)) = Z, [a] — deg(a)

Para ver que estd bien definida y es un homomorfismo de grupos
se usan propiedades de la funcién exponencial

p:R— st t — (cos2rtt,sin27t) = g2t

la cual “desenrrolla” cada lazo en S' como en el diagrama de abajo



18 1. DIA #1

R =

'7/4 (= R
S =
[a,b]7—>51 A

Aqui la funcién 74 es llamada un levan-
tamiento de 7y respecto a la funcién exponencial.
En alguna parte de la demostraciéon se prueba que y ~y v <
deg(7y) = deg(y'). Mas atin, 7y es camino constante < deg(y) = 0.

¢ Finalmente, para mostrar que deg es sobreyectiva, dado n € Z,
se considera el camino

X, (t) — 62i7mt

que tiene por levantamiento «(t) = nt, por lo que deg(a,) =n. R

@Sean 7 lazo basado en S! con inversa 7. Por la prueba ante-
rior, de la relacion 7y x5 ~ Cy,, se tiene que deg(7y) + deg(y) = 0; es
decir, —deg(y) = deg (7).

CoroLARIO 1.28. El grupo fundamental del toro T> = S x S! es
abeliano libre en dos generadores.

CoroLARrIO 1.29. El grupo fundamental del cilindro C = S' x I es
ciclico infinito: mC = Z.

4. Primera version del Teorema de Seifert-van Kampen

En esta seccién mostraremos que es posible distinguir a la cir-
cunferencia S! de las otras esferas S"” mediante el célculo de su
grupo fundamental
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TeorREMA 1.30. Sea X = U UV, con U,V subespacios abiertos,
simplemente conexos con U NV arco-conexo. Entonces X es sim-
plemente conexo.

CoroLARIO 1.31. La esfera S" es simplemente conexa, para n > 2;
es decir, 11S™ = {1},Vn > 2.

Dem. Consideremos a S" = U UV, donde
U={(x0,x1,...,%n) | xn > —=1/4}, V. ={(x0,x1,...,%n) | xn <1/4}

y notemos que U, V son simplemente conexos pues son homeomor-
fos a discos abiertos; ademas UNV = §" 1 x (—-1/4,1/4) = "1,
que es arco-conexo para n > 2; el resultado se sigue del teorema
anterior.

)€

FIGURE 4. Otra prueba de que S? es simplemente conexa

@Observemos que la condicién n > 2 es importante pues si
n =1 entonces UNV =2 S” no es arco-conexa.

Cororario 1.32. El grupo 1t1(R"\{0}) es trivial para n > 3.







CAPITULO 2

Dia #2

1. El Teorema de Seifert-van Kampen

Sea X = UUYV, con U,V abiertos y U, V,U NV arco-conexos.
Tenemos inclusiones y sus respectivos homomorfismos inducidos:

iy:uUnNv—-U, m(y):mUNV)— mU)
iv:UNV =V, m(y): mUNV) = m(V)
ju:u— X, m (ju) : m(U) — m(X)
jV V=X, 7'C1(jv) : 7T1(V) — 7T1(X)

Los homomorfismos forman el siguiente diagrama conmutativo.

ﬂl(UﬁV) 7'(1(1,[)

| |

7T1(V)

TeorEMA 2.1 (Seifert-van Kampen (1932)). El homomorfismo &
es un isomorfismo; es decir

mX = m(U) *munv) (V)

El siguiente resultado se obtiene al recordar que el producto libre
es un caso particular del producto amalgamado.

COROLARIO 2.2. Si en las condiciones de arriba se tiene ademds que
U NV es simplemente conexo, entonces m X = mU * 1 V.

21
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Un espacio punteado (X, x() es un espacio X con la eleccion de
un punto xp € X. Una funcién continua entre espacios punteados
(X, x0), (Y,y0) es una funcién continua f : X — Y tal que f(xg) =
Yo-

Decimos que (X, xg) estd bien punteado si xp admite una vecin-
dad abierta V tal que {xo} es un retracto por deformacién de V.

TeorEMA 2.3. Si (X, x0), (Y, yo) son espacios arco-conexos, correc-
tamente punteados, entonces

7'[1(X\/ Y) = 71’1(X) * 7'[1(Y)

Ejemrro 2.4. En general, dado C, el wedge de n copias de la
circunferencia S!

7T1Cn = *nz = <t1/t2/ ceey tn>
donde cada t; es el generador del grupo fundamental 71;S' de la
i-ésima copia de S'. <«
2. Espacios celulares

Sean f: A — X, f' : A — X' funciones continuas. Dada la unién
X U X’ consideremos la relacion

(XUX')/ ~, donde f(a) ~ f'(a)

Denotamos a este cociente mediante X Uy X' = (XU X')/ ~y lo
llamaremos espacio de adjuncion.

@A pesar de que no es evidente en la notacién, la construcciéon
anterior también depende de la funcién f. .

Consideremos las funciones
jxlX—>X|_|X/—>XUAX/
ix i X = XUX — XUy X
y notemos que jx o f = jx o f'.
El espacio de adjuncién satisface la siguiente propiedad univer-

sal: dadas ¢, ¢’ tales que ¢ o f = ¢’ o f/, existe una tnica funcién ®
tal que

Pojx =g Pojx=¢.
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En otras palabras X Uy X' es pushout de f, f'; véase [8, Sec.4.5].

EjempLo 2.5. La suma wedge (6 ramillete) X V X' de dos espa-
cios se construye escogiendo dos punto distinguidos x € X, x" € X’
y usando las funciones

fi{x}— X fo{x}r— X
que envian a * a los punto x, x, respectivamente. Denotamos
XvX =Xu. X

La construccién puede ser generalizada a una cantidad arbitraria de
espacios con puntos distinguidos de manera inductiva: \/; X;. <«

La adjuncién de una n-celda a través de una funcion f : S"~! —
X corresponde al caso en que f’ = i es la inclusién §"~! — D".

.

Dn I XUSnfl Di’l

Es comun usar la notacion
X Uf e =X Ugn—1 D",

donde ¢" es la imdgen (homeomorfa) de D", llamada la n-celda
adjuntada. f esllamada la funcién de adjuncién o de pegado.

ANotemos que si la funcién de pegado f : S"~! — X es con-
stante recobramos la suma wedge X Uy e = X'V §".

@En general, una coleccién {f; : S"! — X};>1 de funciones
continuas induce una funcién f : I_IZ-SZ’.Z_1 — X. Con la inclusién
I_IiS;.“_1 C L;Dy' se tiene la construccion
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L S¢! ! X

|

UZD?ﬁXU’fUZe?

Un espacio celular (finito) es un espacio Hausdorff X equipado
de una coleccién de subespacios (llamados esqueletos)
(2.1) xXcxtc...cx"™c...cXx
que se construyen de manera inductiva:
X" =x"1 Us |_| 65 = ((X Us 6711) Us, eg) Ug, ey - ) Ug, 6?
icl
donde I es conjunto finito y f es la funcién inducida como arriba.

FiGure 1. Ejemplo de un esqueleto de dimensién 1
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AEn general la estructura de espacio celular no es tnica:

EjemrLo 2.6. La suma wedge de 1 espacios homeomorfos a S?
tiene una estructura celular dada por una O-celda a la que se la
adjuntan n 1-celdas. «

Ejemrro 2.7. Sea P poligono con 2n lados. Tomamos el espacio
cociente S = P/ ~, donde x ~ x, para x € int(P) y en la frontera
dP hace identificaciones 2 a 2.

by a

ap by

b as

aj b

F1iGUure 2. Un 6-gono con identificaciéon de sus lados
indicadas por flechas y etiquetas

Si todos los vértices se identifican en uno solo, la frontera se
transforma en un wedge C, de n circunferencias. Por otro lado,
notemos que al considerar la funcién f : S! — 9P que recorre la
frontera una vez en el sentido de las manecillas, el espacio resultante
S puede considerarse como un espacio de adjuncién § = C, Uy e?.
<

ALOS espacios celulares gozan de propiedades que los hacen
interesantes y ttiles. En particular, son espacios en donde las ho-
motopias pueden ser extendidas (véase [2, Prop.1.5.13]) y una de
las principales consecuencias es la siguiente

COROLARIO 2.8. Si la construccion Y = X Uy e se realiza a partir
de un espacio contrictil X entonces la proyeccion Y — Y /X es una
equivalencia homotédpica.

Ejemrro 2.9. Consideremos el espacio X dado por la esfera S?
con dos aristaa A, B como se muestra en la figura de abajo.
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L0
CINT
‘) ~(

Estructura celular X: los polos son 0-celdas; los interiores de A, B
como 1-celdas y la esfera S?> como una 2-celda. Dado que A, B son
contractiles X/A ~ X/B ~ X, donde X/A = $?/5° y el segundo
es STV S2.«

Otra consecuencia importante: la adjunciéon de celdas es una
operacion homotépica

TeorEMA 2.10. Sean f, g : S"~! — X dos funciones homotdpicas.
Entonces los espacios X Ug e" ~ X Ug e".

En particular, si f es homotépica a una funcién constante, el
pegado X Uy e" es homot6picamente el wedge X V 5"
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3. Variedades topoldgicas

Una n-variedad topoldgica M es un espacio topolégico M que
satisface:

e M es Hausdorff
e M es segundo numerable
e M es localmente n-Euclidiano.

En lo que sigue usaremos el término n-variedad para referirnos a
una n-variedad topoldgica.

En muchos textos la segunda condicién de la definicién es reem-
plazada por la de ser paracompacto; no usaremos tal equivalencia.
De igual manera, las propiedades Hausdorff 4 segundo numerable
puede sustituirse por la existencia de un encaje M C RYN, para al-
guna N; véase [40, Teo36.2].

Ejemrro 2.11. Varios ejemplos:

(1) Todo abierto de R" es una n-variedad; de igual forma, todo
abierto de C" es una 2n-variedad.

(2) Dado x € S" notemos que x pertenece al abierto S"\{—x},
el cual es homeomorfo a R"” a través de la proyeccion es-
tereogréﬁcaﬂ Asi §" es localmente euclidiano, el resto de
las propiedades se siguen de inmediato.

(3) El espacio RIP" es también localmente euclidiano de dim
n pues cualquier punto pertenece al complemento RIP"\ H,
de algtin hiperplano H, donde el complemento es un sube-
spacio abierto homeomorfo a R".

(4) Recordemos que el conjunto de matrices cuadradas M, (R)
con entradas reales se identifica con R de la siguiente
manera

(a;j) — (@11, -+, 810,821, -+, B2, - -+, An, -+, )

Con esto M, (IR) adquiere una estructura de n?-variedad. <

ILa cual esté dada por f: S"™\N — R", (x1,...,X,41) — ﬁ(xl,...,xn)
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Una operacién importante: sean Mj, M, n-variedades (compactas
y conexas) y m; € M; asi como bolas abiertas U; C M;. Dado un
homeomorfismo & : dU; — dU, consideramos los espacios M; =
M;\U; y definimos la suma conexa de M, M, como el cociente

Mi#M; = (M UM;)/ ~,
donde identificamos cada g € dU; con la imagen h(q) € oVs.

Fig. 4.64

Glue

@Al contrario de lo que parece, la construcciéon M#N no de-
pende de la eleccién de los homeomorfismos ¢, los puntos en M, N
ni de las bolas abiertas; véase [25] para mds informacién al respecto.

LEMA 2.12. Si M, N son n-variedades conexas, M#N es también
una n-variedad conexa.

Dem. Véase [26], p.126-129. B

@La operacion de suma conexa de variedades define una op-
eracion conmutativa y asociativa:

M#N = N#M  M#(N#P) = (M#N)#P

Notemos que S* = D?#D?. Ademas S? funge el papel de “ele-
mento neutro” para la suma conexa:

S#S% = §%#S = S,

para toda superficie compacta conexa S.

4. Representacion plana de superficies

Una representacion plana de una superficie compacta y conexa
S es un poligono con un nimero par de lados llamados aristas,
equipado con una identificacién a pares tal que el espacio cociente
por esa identificacién es homeomorfo a S. La identificaciéon de las
aristas se denota por una etiqueta y una orientacién de las mismas.



4. REPRESENTACION PLANA DE SUPERFICIES 29

La definicién anterior corresponde a un enfoque combinatorio
de la teoria de superficies iniciado por Dehn y Heegard en 1907.

Eyemrro 2.13. La esfera S puede considerarse como el cociente
de D? mediante la identificacién de los puntos en su frontera como
muestra la figura de abajo.

FIGURE 3. Representacion plana de S?

Para codificar esta identificacién eligimos un extremo de una
arista y recorremos la frontera en un orden dado (el de las manecil-
las del reloj, por ejemplo); asignaremos un exponente +1 a la arista
a si la orientacién que tiene coincide con la que elegimos para recor-
rer la frontera; el exponente serd —1 en caso contrario. La palabra
obtenida es aa~! y la llamaremos la palabra asociada a la esfera
S2. <

Ejemrro 2.14. Recordemos que el toro T? = S! x S! se obtiene
del cuadrado [0,1] x [0, 1] identificando el lado inferior con el supe-
rior y el izquierdo con el derecho como indica la figura

a

FIGURE 4. Representacion plana del toro T2

Denotando a las aristas de la frontera por a,b como se muestra
en la figura y eligiendo la esquina inferior derecha para recorrer
la frontera, la identificacién para obtener el toro T? se denota por
bab~la~l. <



30 2. DIA # 2

EjemrLo 2.15. La botella de Klein se obtiene del cuadrado X =
[0,1] x [0, 1] identificando el lado inferior con el superior y el izquierdo
con el derecho. Denotando a los lados del cuadrado X como se
muestra en la figura, la identificacién se denota mediante aba~1b.

a

FIGURE 5. Representacion plana de la botella de Klein

@Otra representacion de la botella de Klein

Yys

bY % Ab

Ejemrro 2.16. El plano proyectivo real RIP? es un espacio com-
pacto y arco-conexo obtenido del disco unitario cerrado como se
ilustra en la figura Aqui la palabra asociada es aa.<

a

a

FIGURE 6. Representacién plana de RIP?
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Algunas observaciones sobre la asociacién P — w:

e Si elegimos otro punto base en el procedimiento anterior, la
palabra cambia por una permutacién ciclica.

e Si elegimos la orientaciéon opuesta, la palabra cambia por su
inversa.

Ejemrro 2.17. Tomemos el toro T? con su representacion usual
y consideremos T*#T>

a a by a

a by

by
by by by

Ci b, a

ay ay aj by

Al realizar la suma conexa identificamos los segmentos c; de las
representaciones. El resultado es el poligono de la parte derecha de

la figura con la palabra asociada a1b1a; 1bf lagbaay b, 1. <

En general, la suma conexa de ¢ copias del toro T2 es llamada la
superficie orientable de género g:

Sg = THT - - - #T?
La palabra asociada a Sq esta dada por
alblal_lbl_l@bzaz_lbz_l ------ agbga_lb_l

De igual forma definimos la superficie no orientable de género g
como la suma conexa de planos proyectivos:

Ng = RP*#RP% - - - #RIP?

La palabra asociada a N, esta dada por
2.2 2 2

Teorema de calsificacion de superficies:

TEOREMA 2.18 (M&bius, 1860). Toda superficie compacta y conexa
es homeomorfa a la esfera S?, a la superficie Sq, 6 a Ny
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; Pregunta importante: ;cémo sabemos que estas opciones son
todas “diferentes”?

5. Seifert-van Kampen y espacios celulares

Consideremos X espacios arco-conexo y f : (S"~1,p) — (X, xo)
funcién entre espacios bien punteados para considerar el pegado de
celdas Y = XUy D".

gr—1 f—> X 7'[15”_1 L mX
(. ]
Dl — Y mUu ——mY

TEOREMA 2.19. Dada la inclusion i : X — Y y la funcion f ten-
emos:

(1) Sin > 3, la funcién i induce el isomorfismo
mX=mY
(2) Sin = 2la funcion f determina [f] € m1 X y ademds
mY = mX/[f]
(3) Sin=1setiene mY = mX*xZ

Dem. Consideremos la descomposicién de Y como en el figura

FiGure 7. Cubierta abierta para Y, con n = 2.

Notemos que U es contractil, la interseccion UNV ~ S* 1y
ademds V ~ X. Aplicando el Teorema de Seifert-van Kampen se
obtiene

7'(1Y = 7'L'1X *7‘(15”_1 7'C1u

(1) Sin >3, mS" ! = mU es trivial; de donde

7T1X = 7'(1Y
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(2) Sin =2, mU es trivial y 115" ~! = Z = ([f]); de donde
7T1Y = 7'(1X *[ﬂ e = 7T1X/[f]

(3) Sea n = 1. Como X es arco-conexo, f : S — X es ho-
motépicamente constante (en xg) por lo que Y ~ X Vv S!; de
aqui

7T1Y= 7T1X*7T151 = 7'C1X>X<Z. |

AUn primer acercamiento a los problemas de realizacion en
topologia algebraica:

CoroLARIO 2.20. Para todo grupo G con una presentacion finita
existe espacio Y tal que mY = G

Dem. (idea) Para G = (fy,...,t, | 7r1,...,1s) consideramos X =
VySt. Como mY = (t4,...,t,) toda palabra en (ti,...,t,) corre-
sponde a una funcién punteada (S!, p) — (X,yo) y podemos dar un
sentido geométrico a las relaciones r; mediante fi,..., fs : (Sl, pi) —

(Y,yo) tales que [f;] = r;.

Pegamos 2-celdas de manera iterada en X a través de las fun-
ciones f;:
Yi= (- ((YUp e?) Us, e?) - U, e?)

S

Por el Teorema anterior tenemos
7T1X = 7T1Y/[fl] = <t1, t2, .. .,tn>/N,

donde N es el subgrupo normal generado por {ry,...,7s}. Es decir,
7'(1X =6.n

@Por este resultado, toda presentacién finita puede pensarse
como las instrucciones para contruir espacios celulares.

6. Clasificacion de superficies

Paso final en la clasificacion de superficies compactas y conexas:

LEMA 2.21. Sea S superficie compacta, conexa con palabra asociada
f en un alfabeto de n letras. Entonces

7'[18 _— <t1,t2,...,tn|f>
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@Con esto tenemos el cdlculo de grupos fundamentales de su-

perficies:

(1) La palabra asociada a Sy = #gT2 es

—1,—1 13,1 —13,—1
arbyay "by “asbra, "b, ---agbgag bg

De aqui que

7T15g = <111, by, .. ., g, bg | H aibilll-_lbi_l

1<i<g
Notemos que para ¢ = 1 tenemos

mT? = (ay, by | alblal_lbl_l) 7 xZ,

2) La palabra asociada a N, = #,RIP? es a%42
p . . 22
aqui que

= 2.2 2
mNg = (a1, a,...,ag |ajay---- - a2)

Para ¢ = 1 se tiene

mRIP? = (a) |a3) = 2/27 <

)

TeoreEmA 2.22 (Clasificacién de Superficies). La esfera S?, la
suma conexa de toros Sq y la suma conexa Ng de planos proyec-

tivos son superficies no homeomorfas entre si

Dem. Por los calculos anteriores tenemos que
° 7'[152 =1 = (ﬂlsz)ab =1

—13,—1
L 7T15g - <ﬂ1,b1,ﬂ2, bz- . -/ﬂg/bgl ngiggﬂibiai bi >

:>(7T15g)ab:ZX"'><Z:ZZg

e T Ng = <ﬂ1,ﬂz,---,ﬂg’ ngiggﬂlz>

= (MNg)apy =Z X -+ X ZxZy =28 x 7,

Puesto que todas las abelianizaciones no son isomorfas entre si, se

sigue que s2 Sg, Ng no son homeomorfos entre si pues 71; es un

invariante topolégico (Teorema (1.19). B

@Consecuencias del calculo de grupo fundamental de superfi-

cies:

® S, ES,sig#h
e Una superficie S es simplemente conexa < S

~ G2
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e Sean X espacio topolégico y xg € X. Si la abealianizacion
(711(X, x0))ap O es de la forma Z>" 6 Z"~1 x Z,, entonces
X no es una superficie.






CAPITULO 3

Apéndices

1. Topologia

TeoreMA 3.1 (de Lebesgue). Sea (X, d) espacio metrico compacto
y {O;} una cubierta abierta de X. Entonces existe un numero real
0 > 0 tal que toda bola abierta de radio é esta contenida en algiin
abierto O; de la cubierta.

La prueba de este resultado puede consultarse en [32], [36] 6 en
cualquier otro texto de t topologia elemental.

Sean X espacio topoldgico y Y conjunto. Dada una funcién so-
breyectiva f : X — Y definimos:

U C Y abierto < f~1(U) C X abierto

La colecciéon T = {U C Y | U abierto} es una topologia para
Y llamada topologia cociente. En estas condiciones f es llamada
funcién cociente y tiene la siguiente caracterizacion:

TeorEMA 3.2. Sea f : X — Y funcion cociente. Una funcion
g Y — Z es continua < la composicion go f : X — Z es
continua

X
fl gof
y-2.7

Existe un caso particular donde la topologia cociente surge de
manera natural y frecuente: dada una relaciéon de equivalencia en

37
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Xy X/ ~ el conjunto de clases equivalencia, definimos
m: X — X/ ~, x> [x]

Equipado de la topologia cociente, el conjunto X/ ~ es llamado
el espacio cociente de X por la relacion ~. Como un subconjunto
U C X/ ~ es una colecciéon de clases de equivalencia, la pre-imagen
f~1(U) es la unién de los elementos de X cuyas clases de equiva-
lencia pertenecen a U; asi, un abierto en X/ ~ es una coleccién de
clases de equivalencia cuya unién es un abierto en X.

Directo de la propiedad mencionada arriba se tiene el siguiente

TeorEMA 3.3. Sean f : X — Y funcién continua, ~ relacion de
equivalencia en X y w : X — X/ ~ funcién cociente. Entonces
existe funcion continua § : X/ ~— Y tal que gom = f & la
funcién f es constante en clases de equivalencia.

f

L g -
T s
s

X/ ~

Eyemrro 3.4. Sea f : X — Y funcién continua y definamos

x~y e fx)=fy)
Por el teorema anterior existe f : X/ ~— Y continua e inyectiva;
como se mencioné anteriormente, decimos que f factoriza al co-
ciente definiendo a f.«

Otro caso especial de la topologia cociente se describe a contin-
uacion: tomemos A C X y definamos

x,ye A

Con esta relacién se obtiene una particion de X que consiste del
conjunto A y los unipuntuales {x}, para x ¢ A. El espacio cociente
por esta relaciéon se denota por X/ A y se dice que X/ A se obtiene
mediante el colapso del subespacio A.

El siguiente ejemplo muestra que podemos usar discos para
definir esferas....
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Ejemrro 3.5. Para todo entero n > 1 definamos una funcién

) = {(Zx,\/l— 2x[2), x| <1/2
(ayx, —/1 — |axx|?), |x]>1/2

donde &, = 4 — 4|x|. Notemos que f envia a x € dD" = §"~1 al
punto (0, —1), por el Ejemplo existe funcién f : D"/S""1 —
S" la cual es ademads una biyeccién. Finalmente, como el dominio
es compacto, y el contradominio es Hausdorff, se sigue que f es
homeomorfismo y D"/S"~1 2 S <4

f:D"— S",

.... y el siguiente muestra discos construidos con esferas:

Eremrro 3.6. Tomemos el subespacio S" 1 x {0} de §"~! x [0, 1]
y consideremos la funcién cociente

g:5"1x10,1] — "1 x[0,1]/(5"! x {0})

Por otro lado, tomemos la funcién f : S"~! x [0,1] — D" dada por
f(x,t) = tx. Observemos que f es compatible con el cociente pues
todos los puntos de la forma (x,0) son enviados al mismo punto.
Por el Teorema [3.3] existe una funcién continua

fosmtx0,1]/(s"t x {0}) — D"

tal que f o g = f. Al igual que antes, f es biyeccién, su dominio es
compacto y el contradominio Hausdorff; de aqui que f es homeo-
morfismo y por tanto S"~! x [0,1]/(S"! x {0}) = D". <

En general, la topologia cociente preserva conexidad y compaci-
dad pero no ser Hausdorft:

Ejemrro 3.7. Tomemos R con topologia euclidiana y definamos

x=y
X~y & 0
x| =yl >1

La funcién cociente g : R — R/ ~ satisface g(1) # g(—1) pero
dichos puntos no tienen vecindades disjuntas; es decir, R/ ~ no es
Hausdorff. «

En general, el problema de hallar condiciones para garantizar
que el cociente de un Hausdorff sea también Hausdorff es dificil
pero en la presencia de compacidad se simplifica considerablemente:
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TeorEMA 3.8. Sea f : X — Y funcién cociente con X compacto y
Hausdorff. Entonces las siquientes condiciones son equivalentes

(1) Y es Hausdorff
(2) f es funcion cociente cerrada
(3) {(x1,x2) € X x X| f(x1) = f(x2)} es cerrado.

J

Dem. (1)[=](3) Recordemos que Y es Hausdorff < A es cer-
rado; finalmente notemos que K = (f x f)"}(A), con f x f : X x
X—=YXY.

(3)[=](2) Tomemos A C X cerrado y recordemos (Teo. Kuratowski
??) que al ser X compacto, las proyecciones p1,p2 : X x X — X
son cerradas por lo que p;(K), p2(K) son cerrados. Por otro lado

notemos

FHAA) = K py  (A)]
por lo que f~1(f(A)) es cerrado y f es funcién cociente cerrada.
(2)[=](1) Consideremos a # b € Y. Dado que f es sobreyectiva ,
cerrada y los puntos en X son cerrados tenemos que 4, b son cerra-
dos. Entonces

A=f"Ya), B=f(D)
son compactos y disjuntos. Como X es Hausdorff, el Teorema de
Wallace ?? garantiza la existencia de abiertos U, V tales que
AXBCUxVC(XxX)\A,

es decir AC U,BC V,UNV =@y (X\U)N(X\V) = X. Final-
mente, como f es cerrada,

U'=Y\f(X\U), V' =Y\f(X\V)

son vecindades abiertas y diusjuntas de a,b. B

2. Abelianizaciéon

El subgrupo conmutador de un grupo G, denotado por [G, G|, es
el subgrupo normal generado por el conjunto {aba~'b~1|a,b € G}.
En el cociente

Gu == G/[G, G]

todos los conmutadores se colapsan a la identidad y todos los el-
ementos de G,, conmutan. El grupo abeliano G, es llamado la
abelianizacién de G o el grupo derivado de G ([21) Prop. 9.1]). Al-
gunas propiedades:

e [G, G] es trivial < G es abeliano

1Kﬂp2_1(A) = {(x1,x2) € Xx A| f(x1) = f(x2)} y al proyectar me quedo
conx € X, f(x) € f(A) & x € fI(f(A))
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e SiG=H = Gy = Hyy,.

La Prop. Universal de la Abelianizacién de un grupo que afirma
que Gy es el cociente abeliano mas “grande” de G, en el sentido de
que cualquier homomorfismo de G en un grupo abeliano factoriza
a través de Gg.

CororARrIO 3.9. Sean H es grupo abeliano y ¢ : G — H homo-
morfismo de grupos. Entonces existe un tinico ¢ : G,, — H tal que
?([g]) = ¢(g), para todo g € G; es decir, el siquiente diagrama
conmuta

Estamos interesados en la abelianizacién del producto libre, lo
cual esta dado en el siguiente resultado

Lema 3.10. Dados Gy, ..., Gy se tiene que
(Gl B GZ BB o oo &R Gn)ab = (Gl)ab X (GZ)ab X X (Gn)ab

En particular, observemos que (Z*Z),, = Z x Z.

3. Aplicaciones de 7;S' = Z

3.1. Sobre el grado de funciones continuas II. Puesto que [0,1]/{0,1} =
S! por lo que toda funcién f : [a,b] — X tal que f(a) = f(b) es
equivalente a una de la forma S' — X. Asi, dada una funcién
circular f : S! — S! se define

deg(f) = f(1) = £(0),

para f levantamiento de f.

Como se mencioné previamente, el concepto de grado formaliza
al ndmero de vueltas que una funcién S' — S! realiza alrededor de
la circunferencia. Més atn, para la funcién ¢, : S' — S' dada por
cn(8) = nb se tiene el siguiente resultado:
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TeoremA 3.11. Para toda funcién circular f : S' — S! existe un
uinico entero n tal que f =~ cy,.

El entero del resultado anterior es lo que en ciertos contextos
se define como grado ([1, Cap.9]) pues la funcién c, tiene grado n
([25, Lema 3.5.8]). El grado de una funcién también refleja algunos
comportamientos geométricos de las funciones:

TeorREMA 3.12. Si una funcién circular f : S* — S! tiene grado no
cero, entonces f es sobreyectiva.

3.2. Teorema Fundamental del Algebra.

TeoreEMA 3.13. Todo polinomio de coeficientes complejos, de grado
> 1 tiene al menos una raiz compleja.

Dem. Consideremos el polinomio
_ Sk k-1
p(z) =z"+ap_1z" +---+mz+ay, k>1

Si suponemos que no tiene raices en S! C C entonces podemos
definir f : S — SY, z > p(2)/|p(2)]].
e Si p(z) # 0, para |z| < 1 entonces

H:S'x[0,1] — ', H(zt) = f(tz) = -H;’ii—iiiu

define una homotopia entre f y la funcién constante ag/||apl||, por

lo que deg(f) = 0.
e Por otro lado, si p(z) # 0, |z| > 1 consideramos

t*p(z/1)

H:S'x[0,1] — S', H(zt) = — "t
0.1 =0 = (/o]

homotopia entre f y la funcién z¥; luego deg(f) = k.
Si, si p no tiene raices en nigun lado 0 = k y el teorema se sigue. W

Una consecuencia inmediata del teorema anterior:
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Cororarro 3.14. Todo polinomio p(z) = AL gy AT Al oo
a1z + ag complejo tiene una factorizacion de la forma

p(z) =(z—r)(z=r) - (z2=7),
para ciertos niimeros complejos rq, ..., 1

3.3. El Teorema de Pto. Fijo de Brouwer. Recordemos que el
Teorema del Valor Medio afirma quesi f : [a,b] — R es continua tal
que f(a) < c < f(b) 6 f(a) > c > f(b), entonces existe un xg € [a, b]
tal que f(xp) = c. Con esto es posible probar:

Lema 3.15 (Brouwer, dim. 1). Para toda funcién continua f :
[0,1] — [0, 1] existe xg € [0,1] tal que f(xo) = xo

Dem. Definamos g : [0,1] — R mediante ¢(x) = f(x) — x. Dado
que (f(0) # 0) A (f(1) # 1) entonces g(1) < 0 < g(0). Por el teo.
Valor Medio existe xy € [0,1] tal que g(x0) =0 = f(xp) = xo. B

El siguiente resultado representa el primer paso en la general-
izacién del resultado anterior:

TrOREMA 3.16 (Brouwer, dim. 2). Sea D" disco unitario cerrado
en R2. Entonces toda funcion continua f : D° — D" tiene un
punto fijo.

Dem. Sea f : D° — D continua con f(x) # x,¥x € D°. Con-
sideremos la linea I, que une a f(x) con x y la prolongamos hasta
que se intersecte con S! en el punto y,. Definamos

r:§2—>81, X+ Yy

Notemos que r es continua y ademds r|q1 = 1gi; es decir, r es una
retraccion. Por el Teorema sabemos que la inclusién induce el
homomorfismo inyectivo

2
7'(151%- 7'(1D

Z— {1}

lo cual no puede ser y el teorema se sigue.
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El teorema de Brouwer tiene implicaciones importantes dentro
de la Geometria como la clasificaciéon de las isometrias del plano
hiperbélico (ver [13], Sec. 1.1.2)

3.4. El Teorema de Borsuk-Ulam. El Teorema de Borsuk-Ulam
tiene diversas aplicaciones tanto en Topologia como en Combinato-
ria (Teoria de Gréficas) y Geometria; véase el libro [31].

TeorEMA 3.17 (Borsuk-Ulam). Para toda funcién continua f :
S? — R? existe x € S? tal que f(x) = f(—x).

Este resultado es s6lo un caso particular del teorema publicado
por K. Borsuk de 1933 ([6]). La traduccién del titulo es Tres teoremas
sobre la esfera euclidiana n-dimensional, donde el segundo de ellos es
el caso n dimensional del resultado anterior. Mds adelante veremos
algunos resultados equivalentes al anterior.

Probaremos el Teorema de Borsuk-Ulam usando algunos resul-
tados auxiliares:

Lema 3.18. Toda funcién continua f : S' — S' que cumple f(z) =
—f(—z), Vz tiene grado impar.

LemA 3.19. No existe funcion continua f : S*> — S! tal que

f(=z) = —f(z),Vz € S

Dem. de Teorema Supogamos que no existe x € S? tal que
f(x) = f(—x) y definamos

_ f®) - f(-x)
1) — ()]

Notemos que g(—z) = —g(z), lo cual no peude ser por el Lema[3.19
y el teorema se sigue. W

g:5% =St o(x)
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TeoremA 3.20 (Lusternik-Schnirelmann). Si la esfera S? se ex-
presa con la unién de tres subconjuntos cerrados A, B, C, entonces
al menos uno de ellos contiene el par de puntos antipodales {x, —x}.

Dem. Para F C X consideramos la distancia de cualquier x € X
aF:

dr(x) = inf d(x,y)
Definimos con esto ¢ : $* — R?, ¢(x) = (d4(x),dp(x)). Por el Teo.
de Borsuk-Ulam, existe xo € S? tal que g(xp) = g(—x0); es decir,

da(xo) =da(—x0), dp(xo) = dp(—xo)

Ahora, notemos que xg € A < d(xg) =da(—x9) =0< —xp € A.
De igual manera, xg € B < —xp € B. Asi, si xg # AUB = —x¢ #
AUByportantoxoc C& —xpcC. W

@El resultado anterior estd relacionado con el concepto de la
categoria LS de un espacio: denotado por cat(X), la categoria LS
describir el minimo ntimero de espacios contractiles abiertos que
cubren a X. La descripcién de cat(X) en términos homotépicos y
cohomolégicos, asi como de sus propiedades lo hacen un invariante
de gran importancia dentro de la Topologia Robética.

3.5. Invarianza del dominio. La siguiente aplicacion del grupo
fundamental es de gran importancia pues permite, entre otras cosas,
mostrar que la dimensién de una variedad estd bien definida (ver
Ex 2.1.8 de [25]).

TeoreEmA 3.21 (Invarianza del Dominio). Si n # 2, entonces
R?, R" no son homeomorfos.

Dem. Notemos que el caso n = 1 es conocido y puede ser de-
mostrado usando herramientas de conexidad (ver Cap. 5 de [36]).

A

Sea n > 3. Supongamos que existe f : R — IR> homeomorfismo
que, s.p.g., cumple f(0) = (0,0) y consideremos el homeomorfismo
inducido

R™\0 — R?\0

2Recordemos que si f : X = Y es un homeomorfismo entonces induce un
homeomorfismo f : X\{x} — Y\{f(x)}, para todo x € X.
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Recordemos que S"~! es retracto por deformacién de R"\0, por
tanto 1yR"\0 = mq sn—1 que es trivial para n > 2. Por otro lado, el
homeomorfismo de arriba induce

s legl= mst e mslez,

asi, para n = 2, se tiene que {1} = Z. Por lo tanto R? 2 R". B
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