UNA INTRODUCCION ALGEBRAICA
A LA HOMOLOGIA

MIGUEL A. MALDONADO

1. SUCESIONES EXACTAS

Una sucesién de R-médulos de la forma

"'HMi+1ﬂ>Mii>Mi—1—>"'

es una sucesion exacta en M; si im(fi11) = ker(f;), esto significa que
la composicién f; o fii1 es el homomorfismo trivial y ademds ker(f;) C
im(fi+1). La sucesion se dice exacta si lo es en cada M;, Vi.

Una sucesién exacta de la forma
(1.1) 0 — My 25 My 25 My — 0

es llamada una sucesién exacta corta (s.e.c.). Directo de la definicién se
observa que f; es inyectivo & f, es sobreyectivo. Tomamos el submédulo
N :=im(f1) = ker(f2) de M. Por el ler Teorema del Isomorfismo (para
modulos) tenemos que

Ml/ker(fl) = M1 = 1m(f1) = N,
es decir, M1 = N C M. De igual forma, f, induce el isomorfismo
M2/k€1’(f2) = Mz/lﬂ’l(fl) = Zm(fz) = M3,

de donde Mz = M;,/N. De lo anterior se sigue que toda sucesiéon corta
como la de arriba tiene la forma

submodulo — modulo — cociente

Ciertas sucesiones exactas cortas permiten expresar caracteristicas de
R-homomorfismos:

e 00— A L) B es exacta < f es inyectiva

o AL B 0esexacta s f es sobreyectiva

f

Finalmente, de lo anterior obtenemos que 0 — A — B — 0 es exacta
& f es isomorfismo.
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Ejemplo 1.1. Tres sucesiones exactas sencillas:
(1) Para n > 2, consideremos los Z-homomorfismos

f:Z—=Z p—np multiplicacién por n
§:Z—=7Z/nZ, p— pmodn reduccién médulo n

y notemos que producen una sucesién exacta corta de la forma

0-—2z2t572 3872/ —0

(2) Todo R-homomorfismo f : M — N sobreyectivo produce una
sucesion exacta corta

0—kerf — M L2 N —0

(3) En general, todo R-homomorfismo f : M — N produce una sucesion
exacta corta de la forma

0 — ker(f) — M JoN— N/im(f) = coker(f) — 0 <

Lema 1.2. En toda sucesion exacta

(1.2) N LN M M

h es monomorfismo y f epimorfimo < g = 0.

Dem. Por exactitud im(g) = ker(h),im(f) = ker(g); por hipétesis
ker(h) = 0,im(f) = N, por lo que ker(g) = N,im(g) = 0.
Por exactitud im(g) = ker(h),im(f) = ker(g); de donde ker(h) =0y

ademds im(f) = N, como se queria probar. ll

Un dltimo comentario sobre las s.e.c.: consideremos la sucesién exacta
larga
fir fi
e —= My — M — M — -
y hagamos N; = im(fi;1) = ker(f;),Vi. De esto obtenemos una sucesién
exacta de la forma

0 — N — M; — M;/N; — 0
Maés aun, del isomorfismo
M;/N; = M;/ ker(f;) = im(f;) = Niy1
se sigue que la sucesion exacta tiene la forma
00— N, — M, — Niy; — 0
Es decir, toda sucesion exacta larga produce sucesiones exactas cortas
0 — im(fi_1) = M; = im(f;) =0

en cada dimension i.«
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Decimos que una sucesion exacta

0— My L5 M =55 My -0
se escinde por la derecha si existe ' : My — M tal que go g’ = 1p1,. De

igual forma se define la escisiéon por la izquierda. El ejemplo tipico de
sucesion que se escinde (por la derecha) es la sucesion exacta

0—>M1LM1@M2L>M2—>O

El siguiente resultado muestra que todas las sucesiones que se escinden
son practicamente como la sucesién anterior.

Teorema 1.3. Si la sucesion 0 — M; — M — My — 0 es exacta y se
escinde, entonces existe un isomorfismo M = M; & Mp.

Puede darse una demostracion de este resultado a través de la Propiedad
Universal de la Suma Directa; véase [3, Prop.4.8]. B

2. EL LEMA DEL 5TO

Diversos resultados dentro del algebra homolégica pueden ser demostra-
dos mediante el tipico argumento de un chasing diagram o persecusion de
elementos, una técnica visual que hace uso de la conmutatividad del dia-
grama, asi como las propiedades de los homomorfismos involucrados.
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FiGure 1. Ejemplo tomado de esta pagina

El siguiente resultados es uno de los méas usados dentro del 4lgebra ho-
molégica y la topologia algebraica, pues, en términos generales, establece
una relacién fuerte entre los homomorfismos de un diagrama conmuta-
tivo.


https://stacky.net/wiki/index.php?title=How_to_write_diagram_chases
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Lema 2.1 (del 5to). Considere el siguiente diagrama conmutativo

0 ML ML M, 0
h/ \L i h lh//
0 NS N—S2.N, 0

cuyos renglones estdn dados por sucesiones exactas. Si dos de los tres R-
homomorfismos h', h, h" son isomorfismos, entonces el tercero también lo
es.

En realidad este resultado es una instancia particular del resultado que
considera un diagrama conmutativo de la forma

M1 M2 M3 M4 M5
Ny N» N3 Ny Ns

cuyos renglones estan dados por sucesiones exactas; el homomorfismo de
enmedio es isormorfismo si los otros cuatro lo son.

La conmutatividad en el lema del 5to es importante: si el diagrama
siguiente fuera conmutativo

0 Z; Zy Zy 0

| !

0—=Zp ——= 2y @72y —=7Z,——0

entonces Z4 = 7, @ 75, lo cual no es cierto.

Daremos una demostracion del lema del 5to (y del lema de la serpiente)
usando un resultado que involucra las homologias de complejos de cadena
que forman una sucesion exacta; véase teorema

3. HoMmoLrocfa

Un complejo de cadenas es una sucesion de médulos y homomorfis-

mO
Gl C: o Con M, e, — oM —0

tales que d, od,+1 = 0,Vn > 1. Notacién: C = {(Cy, dn) }n>0

En el complejo anterior definimos el submédulo de los n-ciclos como
ker(d,) y lo denotamos por Z,(C). Asi x € Z, < x € Cp, dy(x) = 0. De

IEstos homomorfismos se suelen llamar diferenciales
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igual forma definimos el submédulo de n-fronteras como im(d,11) y lo
denotamos por B, (C). Observemos que tenemos inclusiones

0 C By(C) C Z,(C) CCy

pues en el complejo de cadenas se tiene d,, o d,, 1 = 0.

El n-ésimo modulo de homologia del complejo de cadenas C se define
como el cociente

Ho(C) = Zn(C)/Bu(C) = B2 Cn = G

imdyiq: Cpyp — Cy

Dado x € Z,(C) denotamos por [x] al correspondiente elemento en
H,(C), y lo llamaremos su clase de homologia. Observemos que x,x" €
Z,(C) son homdélogos si x — x" € B,(C).

AObservemos que si C es una sucesion exacta, entonces H,(C) es
trivial, para toda dimensién n. De esto tenemos que la homologfa mide la
exactitud (o falta de ella) de una sucesiéon de médulos y morfismos como

en (3.1).

Algunas observaciones:
e Para cada n € Z se tienen dos sucesiones exactas fundamentales

0 — B,(C) — Z,(C) — H,(C) — 0,

0 — Zu(C) — Cy 5 B,_1(C) — 0,
donde d), = d,, con la imagen im(d,) = B,_1.

e En todo complejo de cadenas C. con d, = 0 se tiene que H,(C.) =
C,. En particular, dado un complejo de cadenas C,, los complejos
de cadenas asociados (con d,, = 0)

— B

)
B. : -+« — By11(Cy) — Bu(Cy)
cumplen que H,(2,) = Z,, Hy(B) =

(€)=
(e — -
B,.

e Sea f : A — B homomorfismo de médulos. El complejo de cadenas
definido como

Cri o 0—0—ALB0—0—-

con A, B en posiciones 11, n — 1, respectivamente, y cond,, := f,dy :=
0,Vk # n, es llamado complejo de cadenas concentrado en dimen-
siones n,n — 1. Notemos que

Hy,1(Cs) = B/im(f) = coker(f),
Hy(Cy) = ker(f)/im(d2) = ker(f)
y ademés Hy(Cf) =0, k#n—1,n.
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Ejemplo 3.1. Algunos ejemplos con R = Z; es decir, estamos considerando
sucesiones de grupos abelianoas

(1) Definamos C,, = Z/8Z paran >0, C, = 0 para n < 0. Para
dy : Cy — Cy—1 dy(xmod8) = 4x mod8
la sucesién
N e O o ML N ML NG NN

es un complejo de cadenas pues (d,, o d,11)(x mod8) = 16x mod8 =
0. ¢(Cuaél es su homologia?.
(2) Sea p > 0 entero fijo y definamos

dp:Cp — Cy
Cn _ Z/ 0 <n S p n n n—1
dy(x) = 2x, n par
Ch=0, n>p. .
dy(x) =0, n impar

Notemos que tenemos un complejo de cadenas de la forma

c: 0—z¥zz. 757 47
debido a que
(n impar) ker(d,) = Z,im(d,) =0,
(n par) ker(d,) =0,im(d,) =2Z
¢Cudl es su homologia?, ;qué ocurre si R = Z/277«4

Un morfismos entre los complejos de cadenas C = {(C,,dy) }n>0,D =
{(Dy,d},) }n>0 consiste de una colecciéon de homomorfismos f. = {f, :
Cy — Dy }y que determinan un cuadrado conmutativo de cada dimensién

dy
Ch —— Cnfl

\Lfn ifnl
d,

Dn — Dn—l
Usaremos la notacion C L> D.

Observemos que para un complejo de cadenas C existe el morfismo
identidad I : C — C que consiste del homomorfismo identidad en cada
dimension:

Ch—Cya

P
CnHCn—l

Por otro lado, dos morfismos de complejos de cadenas C Jop 8¢
determinan un morfismo

che



UNA INTRODUCCION ALGEBRAICA A LA HOMOLOGIA 7

que consiste de las composiciones {gy o f : C» = Ey }u>0-

Ch —Cy

e

gnofn DTl E—— anl gn—lofn—l

ign lg

En —E; 1

Lema 3.2. Todo morfismo f. : C — D lleva ciclos de C en ciclos de D, y
fronteras de C en fronteras de D. Es decir, para cada dimensiéon n > 0

fu(Zu(€)) € Zu(D),  fu(Bu(C)) € Ba(D)

Dem. El resultado se obtiene usando la conmutatividad de los diagramas de-
terminados por el morfismo. B

Por el resultado anterior, todo morfismo C, i) D.. induce homomor-
fismos
Hu(f) : Hu(C) — Hu(D), [x] = [fu(x)]
Denotamos a esta coleccion de homomorfismos a nivel de homologia
mediante H,(f) : {Hu(f) }n>0. Mds aun, de los comentarios previos a este
resultado tenemos que

H.(I)=1:H.(C) — H.(C),
H.(go f) = Ha(g) o Ha(f) : HA(C) — HL(£),

para los morfismos identidad C e yC Lip &g

Decimos que dos morfismos de complejos de cadenas f,g: C — D son
homotdpicos si existe una sucesiéon de homomorfismos

H=:{H,:Cy, — Dy4+1} (homotopia)

tales que en el siguiente diagrama

Cn — Cnfl

Hy
8n fn Hy,,]

Dyy1 — Dy
se tiene que
(3.2) dyi1oHy+Hy10dy = fu—gu, V.

Usaremos la notacién f ~ ¢ para referirnos a morfismos homotépicos.
Esta relaciéon de homotopia ~ es una relaciéon de equivalencia, pues basta
tomar las homotopias H = 0, H' = —H y H” = H + H’, para las propiedades
reflexiva, simétrica y transitiva, respectivamente.
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Lema 3.3. Si f ~ g, entonces H,(f) = H.(g). ]

Dem. Tomemos la relaciéon (3.2) en la definicién de homotopia para un
ciclo x para obtener

(dni1 0 Hy)(x) + (Hp1 0 dn)(x) = (fu — gn)(x)
Al ser un ciclo obtenemos (d,,+1 0 Hy)(x) = fu(x) — gn(x), por lo que
fu(x) = &n(x) = dns1(Ha(x)) € By(D)

obteniendo que [f,(x)] = [gn(x)], como se queria. B

4. SUCESION EXACTA EN HOMOLOGIA

Una s.e.c. de complejos de cadenas

4.1) 0—ALsBSc—0
consiste de una colecciéon de sucesiones exactas cortas de la forma
0— A, 5B, 25 Co—0 VYn>1

Es decir, una sucesion como (4.1) consiste de un sistema de sucesiones
exactas concatenadas a través de los homomorfismos respectivos de cada
complejo de cadenas

04>An+1ﬂ>3n+1 Gl Cn+1 0
0 A, ¥ ¢, 0




UNA INTRODUCCION ALGEBRAICA A LA HOMOLOGIA 9

Teorema 4.1. Si
0 A B C 0

es una sucesion exacta corta de complejos de cadenas, entonces existe un
homomorfismo

On : Hy(C) — Hy—1(A)
tal que se obtiene la siquiente sucesion exacta larga en homologia

H,(f) H,
Y. H,8) 9 1)

)

T Hn(A)

Hy-1(8)
Hn—l(A)Iil(f)) H,-1(B) o Hy1(C) ——---

Dem. Una vez que se construye §, mediante la persecusién de elemen-
tos, se debe probar que en cada nodo de la sucesién se tiene exactitud; es
decir, que el kernel y la imagen coinciden en cada nodo. B

Corolario 4.2. (Lema de la Serpiente) Para el siguiente diagrama conmu-
tativo con renglones dados por sucesiones exactas

0—>A—>B8 C——=0
LR
0—a g E0 o

existe un homomorfismo & : ker(y) — coker(a) tal que la siguiente
sucesion es exacta:

0 —— ker(a) —— ker(B) —— ker(7y)
5

coker(a) — coker(p) —— coker(y) ——0

Dem. Cosideramos los tres complejos de cadenas concentrados en di-
mensiones 0,1 determinados por «, 8,7y y notemos que la homologia en
dimensién 0 de cada uno de los complejos es el kernel del correspondi-
ente homomorfismo y que en dimensién 1 se tiene el cokernel; la exactitud
de la sucesion se obtiene del resultado anterior. ll
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Corolario 4.3. (Lema del Quinto) Considere el siguiente diagrama con-
mutativo con renglones dados por sucesiones exactas:

A f A, f As f3 A fa As
sall wzl 413[ (ml %l
B, 81 B, 82 Bs 83 B, 84 Bs

Si @1, 92, a, 5 son ismorfos entonces @3 también lo es.

Dem. Las hipétesis del resultado permiten obtener un diagrama con-
mutativo de la forma

0 —— coker(f1) — A3 ——ker(fs) —=0

Lo

0 — coker(g1) — B3 — ker(g4) —=0

donde los morfismos verticales a la derecha e izquierda son isomorfismos
también por hipotesis. Después de verificar la exactitud de los renglones,
se aplica el lema de la serpiente para concluir. ll

Concluimos con el siguiente resultado que muestra que la asociacién
de la sucesién exacta larga en homologia satisface cierta naturalidad entre
morfismos de complejos de cadenas.

( )
Lema 4.4. Todo diagrama conmutativo con renglones dados por sucesiones
exactas

0 A B C 0
“l ﬁl vl
0 A’ B c’ 0
induce un diagrama conmutativo en homologia de la forma
. — Hy(A) — H,(B) — H,(C) — H,_1(A) — - - -
Hn(a)l Hn(ﬁ)l H, (’y)l Hnl(,x)l
- ——> Hy(A") — Hy(B') — Hy(C") — Hy_1(A') — - -
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