ALGEBRA LINEAL
Problemario

1. Sea X un conjunto finito y sea P(X) su conjunto potencia . Demuestra
que P(X) junto con las siguientes operaciones es un espacio vectorial sobre
el campo Zs y calcula su dimension:

suma: Sea Uy, U € P(X), definimos su suma como

U1 + Ug = U1 U UQ\Ul n UQ,

producto escalar: Como en este caso el campo Zy = {0,1} solo tiene
dos elementos, es suficiente decir qué significa multiplicar por el elemento
cero y por el elemento uno: Sea U € P(X) entonces

0xU:=0 y 1xU:=U.
2. Sea V un espacio vectorial:
i) Sean S1,S2 C V subconjuntos; demuestra que
(S1N.S3) C (S1)N{(Ss).
ii) Sean W;, W, C V subespacios; demuestra que
(W1 N Wa) = (Wq) N (Wa).

3. Sean V,W, X, Z espacios vectoriales sobre F'ysean U : V — W y T :
Z — X isomorfismos de espacios vectoriales. Demuestra que las siguientes
funciones son isomorfismos de espacios vectoriales:

i)
¢v : End(V) — End(W)
frUofoU™!

ur-w*—-v*
f=foU
iii)
Y:Homp(V,Z) — Homp(W, X)
fTofoU™!



4. Sean V7, V5 subespacios vectoriales de un espacio V', demuestra que

VixVo=2Vid Vs

5. Sea V = V] @V, la suma directa de dos subespacios vectoriales. Considera
las siguientes funciones
m:V—V
V1 + U2 — U1
1:Vi —V
v1 = v1 + Oy,

Demuestra que:

i) las funciones 7y, ¢1 estdn bien definidas;

ii) m es una transformacién lineal sobreyectiva;
iii) ¢1 es una transformacion lineal inyectiva;
iv) m o = Iy

V) (1 o7 1o es sobreyectiva, en particular, 71 no es un isomorfismo.

6. Sea .S un subconjunto de un espacio vectorial V' y considera el subespacio
generado por S definido como

)= N w
W subespacio
SCwW

Demuestra que

(S) = {v € V]u es una combinacién lineal de elementos en S}.

7. Sea Vi = {(z,y,2) € R®|z = 0} y Vo = {(,,2) € R%*[z = 0,y — 2 = 0}
demuestra que R? =V, @ Vs.

8. Sea Wi el subconjunto de las matrices en Fbyo de la forma

(¢3)

con a+b=c+dy sea Wy el subconjunto de matrices de la forma

(¢ 3)

tales que b — ¢ = a; demuestra que W7, W5 son subespacios vectoriales y
calcula dim(Wy), dim(Ws), dim(Wy1 N Wa), dim(W; + Wa).



9.

10.

11.
12.
13.

14.

Sea n € N un nimero fijo y sea Clxy, z, ..., ;] los polinomios en n varia-
bles con coeficientes en C. Sea

p(x1, T, .oy Tp) = 1271 + a2x2 + ... + apy

un polinomio lineal con a; # 0,as # 0,...,a, # 0. Y consideremos el
espacio vectorial

V.= {(kl, k2, ,kn) S Cn‘p(kl,kg, ,kn) = 0},
Calcula dim(V).

Considera la transformacion lineal derivada
D:V, =V,
Co+ 1z + cox® + ...+ cpz™ — 1 + 2c01 + 3czx® + ...+ nepa™ Tt
Calcula ker(D) y rank(T).
Sea V un espacio vectorial, demuestra que V = V*,
Sea V un espacio vectorial de dimensién finita, da una base de V*.

Sea V = {f(z) € F[z]|grad(f) < 3} y considera la base ordenada B =
{f1, f2, f3, fa} definida como:
=2tz

34+2-5

Calcula [b;]p para i =1,2,3,4.

il) Sea {gl(fﬂ) = 1792(x) =T = 1793(x) = (il? - 1)2,94(1') = (LU - 1)3}7
demuestra que esta es una base de V' y calcula [g4]p

iii) Sea D : V — V la derivada. Calcula [D]gg.

Sea V un espacio vectorial y sea S C V un subconjunto. definimos el
anulador de S como el subespacio vectorial de V*, denotado S°:

SO = [feV*|f(s)=0 Vse 8.



i) Demuestra que S° es un subespacio vectorial de V*

ii) Sea W un subespacio de V' y {wq, ..., wr} una base de W. Counsidera
las funciones

ev,: V¥ = F

[ f(wi).
Demuestra que

k
WO = m Ker(ev;).
i=1

iii) Si W es un subespacio de V' y dim(V) < oo, demuestra que
dim(W) + dim(W?) = dim(V').
15. Considera los subespacios de R? definidos como
V:={(a,0,a)|la € R} y W := {(b,c, =b)|(b, c) € R?}.
Demuestra que R? =V & W.

16. Sea V un espacio de dimensién finita con producto interior.

i) Si S C V es un subconjunto, demuestra que
St=<8§>+.
ii) Si W C V es un subespacio, demuestra que
Wyt =w.
17. Considera el espacio vectorial
Vi = {p(z) € Rlz]|grad(p(z)) < n}.
i) Demuestra que la siguiente funcién es un producto interior en V,,:

Vo xV,—=R
(zn: aixi, zn: blx’) — zn: a;b;.
=0 =0 =0

ii) Considera la funcién derivada D : V,, — V,,, p(z) — p'(x) la cual es un
operador lineal en V,,. Calcula D*.

18. Demuestra que los siguientes operadores de C" son autoadjuntos:

i) T(a,b) = (a — ib,ia + 2b).
ii) T(a,b,¢) = (a+¢,0,a+ c).



19.

20.

21.

22.

iii) T(ay,...,an) = (a1, 2as, ...,na,).

Sea V un espacio de dimensién finita con producto interior. Sea T €
End(V') un operador y para cada k € N denotemos como

Ty:To-oT € End(V).
—_—
k-veces

Sin € N es un ntmero fijo y T es autoadjunto, demuestra que el siguiente
operador es autoadjunto:

F .= zn:(—nm.

k=1

Sea V un espacio de dimensién finita dim(V') = n con un producto interior
y sea W C V un subespacio de dimension k:

i) demuestra que dim(W+) =n — k;
ii) demuestra que W = (W+)+

iii) demuestra que existen hiperespacios Hy, ..., H,,_j, tales que

Si V1, ..., Vn_r es base de WL muestra que H; = <vj>J- satisfacen.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita con un producto interior y
sea T € End(V) un operador. Demuestra que

Im(T)* = Ker(T™).
Sean

filzr, ..., 2n) = annz1 + ar2x2 + - - + a1y

fo(z1, ..., xn) = @211 + agaxa + - - - + G2ny

fm(xl; ---,xn) = Am1%1 + Am2T2 + -+ F AmnTn

un conjunto de polinomios lineales con coeficientes en F' en las varia-
bles x1, ..., x,. Podemos definir un sistema de m ecuaciones lineales en n
incoégnitas como:

fl(‘rlv 7xn)

0
fg((lﬁl,...,IEH) 0

fm(xla ,an) =0.
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25.

26.

27.

28.

El espacio solucién de este sistema de ecuaciones, es el conjunto

Z(fl, ...,fn) = {(al, ...,an) € F"|fi(a1, ...,an) = O,VZ}

i) Demuestra que Z(f1, ..., fn) es un subespacio de F™.

ii) Sea A € Fy,,xr la matriz definida como A = (a;5). Demuestra que
dim(Z(f1,..., fn)) = n —rank(A).

Calcula el polinomio minimo, el polinomio caracteristico, los valores pro-
pios y los subespacios invariantes de los siguientes operadores considerados
como operadores en R™ y en C™:

i) T(a,b,c) = (a,a —b,b—c).

ii) T(a,b) = (a + b,a — 2b).

iii) T'(a,b,¢,d) = (a +2¢,b —d,a + 2¢,b — d).

Si A € F,«n, demuestra que A € F' es una raiz del polinomio minimo de
A si y sélo si es una raiz del polinomio caracteristico de A.

Sea V,, es espacio de polinomios reales de grado a lo més n. Calcula el
rango del operador derivada D € End(V,,).

Sea A € F,x, una matriz diagonal. Demuestra que el rango de A es el
nimero de escalares no cero en la diagonal. En particular, Una matriz
diagonal es invertible si y sélo si no tiene ceros en la diagonal.

Decide cuéles de los siguientes operadores en R™ son diagonalizables. Jus-
tifica tu respuesta:

i) T(a,b) = (a — b, a).

ii) T(a,b,c) = (a+c,a—b,c+Db).

iii) T'(a,b,c) = (2a — b, ¢, 3b).

Sea T € End(V) diagonalizable y sean A1, ...\, los valores propios distintos
de T. Demuestra que existen operadores F1, ..., Ey, € End(V) tales que:
i) E1+"'+Eszv;

ii) T=ME1+ - A\ Eg;

iii) E; o E; =T para todo i # j;

iv) E; o FE; = E; para todo i;

v) Im(E;) = Vy,(V) para todo i.



